S

a5}
N
D)
e
=)
4
@]
Z
(qe]
=
B)
7p)
(av]
+
(qv]
s
S
7p)
(S
@)
-
2
@
&
D)
O
<
§7
<
£
D)
@]
B2
-
QY
N
)
aw

(«P]
o
=
i
@)
3
£
(oW
£
g
@,
(«P)
o]
|
®
=
(«P)
o
oy
Q
g
(qv]
g
B7)
L
v
=
o
-]
75
Q
=
Qo
7
7]
&
o
i
—
Q
o)
o
av}
O»
&
=
o
S
Q
g
o
—
4=
-
[«P]
@)

Pesquisa e Ensino em Ciéncias
Exatas e da Natureza
7: 1950 (2023)
Research and Teaching in Exact
and Natural Sciences

ISSN 2526-8236 (edi¢do online)
Pesquisa e Ensino em Ciéncias

Exatas e da Natureza
© 2023 UFCG / CFP/ UACEN

Um curso basico de matematica
para estudantes de graduacao em fisica -

Parte I

2 3

Paulo Peixoto!®, Mario Henrique Oliveira>?® & Adonias Barros

(1) Universidade Federal de Pernambuco, Niicleo de Formagao Docente. Av. Marielle Franco, S/N,

Nova Caruaru, 55014-900, Caruaru, Pernambuco, Brasil. E-mail: paulo.peixoto@ufpe.br

(2) Universidade Federal Rural de Pernambuco, Unidade Académica de Serra Talhada. Av. Gregério
Ferraz Nogueira, S/N, José Tomé de Souza Ramos, 56909-535, Serra Talhada, Pernambuco, Brasil.

E-mail: mario.oliviera@ufrpe.br

(3) Universidade Federal de Pernambuco, Departamento de Fisica. Av. Jorn. Anibal Fernandes, S/N,

Cidade Universitaria, 50740-540, Recife, Pernambuco, Brasil. E-mail: adonias.barros @ufpe.br

Paulo Peixoto, Mario Henrique Oliveira & Adonias Barros (2023). Um curso basico de matematica
para estudantes de graduagdo em fisica - Parte I. Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza,
7: e1950. http://dx.doi.org/10.56814/pecen.v7i1.1950

Editor académico: Fernando Antonio Portela da Cunha. Recebido: 10 de agosto de 2023. Aceito: 02 de maio de 2023. Publicado: 30 de maio

de 2023.

Resumo: Este texto € o primeiro de uma série voltada a estudantes de fisica no inicio de sua
graduacio, e tem como pré-requisito outro texto publicado nesta mesma revista - “Um curso
répido de cdlculo diferencial e integral para pré-universitdrios e calouros”. Nesta Parte I da
série, trabalharemos derivadas parciais, integrais multiplas e, principalmente, vetores. Ha
varias atividades para os estudantes, com respostas.

Palavras-chave: cilculo com multiplas varidveis, vetores, aplicagdes do calculo a fisica.

A basic course in mathematics for undergraduate students of physics - Part I
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Um curso basico de matematica para estudantes de graduacio em fisica - Parte I

1 Introducao

Este texto € o segundo relativo ao projeto Matemdtica para Fisica. No texto anterior - intitulado
“Um curso rapido de calculo diferencial e integral para pré-universitarios e calouros” (Silva &
Peixoto 2020) - buscamos apresentar aos estudantes conceitos bésicos relacionados a limites,
derivadas e integrais (envolvendo fungdes reais simples de uma varidvel real), além de algumas
técnicas e aplicagdes variadas. O objetivo ndo era apenas que os estudantes conhecessem
um pouco do que € o calculo, mas que aprendessem a usi-lo, e com seguranca. Este texto €
uma continuacao daquele, e nele buscamos estender rapidamente sua visao geral do célculo,
introduzindo funcoes de duas ou mais varidveis reais, com suas derivadas parciais € integrais
muiltiplas, e, principalmente, introduzindo vetores (completamente ignorados em nosso texto
anterior). Isso ird ajudi-lo ou ajudé-la, especialmente, a se preparar para o estudo da parte de
mecanica de colecdes tipicas de fisica basica em nivel universitario (Alonso & Finn 1968, 2014,
2015; Halliday et al. 2016a,b,c,d; Nussenzveig 2013, 2014a,b, 2015; Tipler & Mosca 2009a,b,c;
Young et al. 2008a,b,c,d), e também ajudard a construir sua base matematica para estudos de
fisica em outras 4reas, e em nivel mais avancado.

Muito do espirito do texto anterior (Silva & Peixoto 2020) estd mantido aqui: trabalharemos ape-
nas com fungdes bem comportadas (fungdes continuas, com todas as suas derivadas continuas),
de um modo relativamente informal, buscando explorar bastante sua intui¢do. Mas nenhum
resultado surgird magicamente “do nada”, prometemos. Procuramos trazer um nivel de rigor
suficiente para lhe deixar minimamente seguro ou segura. E isso - se sentir seguro ou segura - é
fundamental na aplicacao da matematica a fisica.

Ha um apéndice com respostas para as atividades, e outro apresentando o sumario, para facilitar
sua navegacao pelo texto. Por favor, compreenda que realizar as atividades € parte integrante, e
fundamental, de seu estudo deste material (se vocé quiser apreendé-lo ao maximo); nao se trata de
um conjunto de itens opcionais. A maioria dos estudantes de fisica, pelo que observamos, gosta
mais de realizar calculos do que acompanhar célculos sendo realizados por outras pessoas. Foi por
isso que pusemos na forma de atividades vérios desenvolvimentos que seriam, tradicionalmente,
detalhados no texto.

Na Parte II desta série voltaremos as funcdes reais de uma variavel real, e trabalharemos com
varios tipos de fungdes ignoradas neste texto e no texto anterior (Silva & Peixoto 2020), como
as fungOes logaritmicas, exponenciais, trigonométricas e trigonométricas inversas. Veremos
também algumas técnicas de integracao, e o importantissimo conceito de uma sé€rie infinita, entre
outros topicos.

Por fim, queremos lhe pedir um favor: ajude a divulgar este material. Ele € totalmente gratuito, e
nos, autores, temos certeza de que interessa a estudantes que estao espalhados por todo o Brasil.
N3o se trata de uma comunidade imensa, mas nosso interesse nao esta em atingir um nimero
imenso de pessoas, e sim em alcangar cada potencial beneficidrio deste projeto. Aproveitamos
para dizer que apds a publicacdo do texto anterior (Silva & Peixoto 2020) foram preparadas e
publicadas aulas no YouTube, seguindo a mesma sequéncia do texto, e incluindo a resolucdo de
todos os exercicios (acesse: www.paulopeixoto.net). Desde ja, agradecemos muito por sua ajuda.
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2 Derivadas parciais, aproximacao linear local e diferencial
total

2.1 Derivadas parciais

O conceito de derivada parcial é extremamente simples. Iremos introduzi-lo através de um
exemplo.

Considere um cone de altura 4 e base de raio . O volume desse cone é V = mr?h/3. Agora,
considere que o raio r estd aumentando, enquanto a altura 4 permanece constante. Podemos
perguntar: nessas condi¢des, qual é a taxa de variagdo do volume V do cone, em relacio a r?
Ora, a resposta € muito simples. Como 4 se mantém constante no processo, sé ha uma variavel
independente no problema, que é r, e, portanto, podemos escrever: dV /dr = 2nrh/3. Bem, em
principio esta tudo certo, mas s6 porque estamos considerando que 4 € realmente constante. No
caso geral, contudo, pensamos V como uma funcao de duas varidveis, r e h, e assim escrevemos:
V(r,h) = mr’h/3. Dai, mesmo que mantenhamos / constante e variemos apenas r, em uma
situacdo particular, ja ndo € adequado dizer que & € uma constante, entende? Trata-se de uma
variavel que estd sendo mantida constante naquela situagdo particular (dizendo, assim, de um
modo bem informal). E claro, permanece vélido que, com & constante e r variando, a taxa de
variagdo de V (em relagdo a r) é 2mrh/3. S6 precisamos melhorar a notagdo. Escrevemos:

1 avV 2
V(r,h) = §Tcr2h — a— = gn}"h.
r

Dizemos que dV /dr é a derivada parcial de V em relagdo a r, e lemos “dV /dr” como “del V,
del r”.

Analogamente, podemos considerar que a altura /4 estd aumentando, enquanto o raio r permanece
constante, e entdo escrevemos:

1 1
V(rh) = gnrzh = ?9_‘; = gnrz.

Neste problema, estamos pensando as quantidades 0V /dr e dV /dh respectivamente como a taxa
de variacdo de V em relagdo a r (com & mantido constante) e a taxa de variagao de V em relacdo a
h (com r mantido constante). Dizemos isso para lembra-lo ou lembra-la de que taxa de variacdo
nao € a defini¢do de derivada, mas uma possivel interpretacdo da mesma. Formalmente, temos:

oV(r,h) I V(r+Arh) =V (r,h) aV(r,h) . V(rh+Ah)—V(r,h)
— = = lim .
or Ar—0 Ar oh Ah—0 Ah
No caso geral de uma fun¢do f(x1,xp,...,x;,...,%,) de n varidveis, temos:
Of (X1,X2, -y Xiyoo oy Xn) . flxr, 20, o xi Ay X)) — F(X1, X0, 000y Xy o ooy Xn)
= lim 1 (D)
ox; Ax;—0 Ax;
comi € {1,2,...,n}, e considerando, é claro, que o limite existe (como € o caso para as fun¢des

“bem comportadas” com as quais trabalharemos na maior parte deste texto).

No célculo de uma derivada parcial, deve estar claro, todas as demais varidveis independentes
sdo mantidas constantes. Entdo todas as regras bésicas para o cdlculo de derivadas ordinarias
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se aplicam a derivadas parciais, desde que consideremos constantes todas as demais varidveis
independentes. Por exemplo,
of 3, 9f

flx,y) =4y’ = P 8xy” e e = 12x%?%.

Outras notagdes existentes para df(x,y)/dx sdo: fi(x,y) e Dyf(x,y). Voltando ao exemplo
acima, temos:

flx,y) =4y = fi(x,y) =807 e fi(x,y) = 12x%y%;

fx,y) =4y = Dif(x,y) =8xy° e D,f(x,y) = 12x%*.

Mas a notagdo df(x,y)/dx é a preferida da maioria dos fisicos, e, portanto, é a que usaremos
na maior parte deste texto. Qualquer semelhanca com a notagdo de Leibniz, df(x)/dx, para
f'(x), ndo é mera coincidéncia. Podemos pensar df(x,y)/dx como a razdo entre a variagéo
infinitesimal em f(x,y) que resulta de uma variagdo infinitesimal em x, com a varidvel y mantida
constante,! e essa variagdo infinitesimal em x.

Atividade 2-1: Calcule as derivadas parciais abaixo.

0 (32571 3?) b3 (3 ?) o2 (3071 ?)

Atividade 2-2: A Fig.1 mostra os grificos das funcdes f(x,y) = x> +y? e g(x,y) = 1 +y? -
sendo, cada grafico, uma superficie, em vez de uma curva. As equacdes dessas superficies
sdo, respectivamente, z = x> +y? e z = 1 +y?, e isso quer dizer que podemos pensar a primeira
superficie como o conjunto de todos os pontos (x,y,z) que satisfazem a igualdade z = x* +y?,
e a segunda como o conjunto de todos os pontos (x,y,z) que satisfazem a igualdade z = 1+ y°.
A intersegdo entre essas duas superficies é, portanto, o conjunto de todos os pontos (x,y,z) que
satisfazem essas duas igualdades.

a) Mostre que a curva que corresponde a intersec¢ao entre essas superficies na regido x > 0 pode
ser pensada como o conjunto de pontos (x,y,z) que satisfazem as igualdades z = 1 +y? e x = 1.
b) Obtenha as igualdades que descrevem a reta tangente a curva do item a no ponto (1,1,2), e
que pertence ao mesmo plano daquela curva.

¢) Use o Geogebra 3D para gerar essas duas superficies (foi o programa que usamos para
construir a Fig. 1), e explore-as, girando-as a vontade.

Figura 1: Atividade 2-2.

'Imagine um caminho paralelo ao eixo x.
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2.2 Derivadas parciais de ordem superior

Derivadas parciais de uma func¢ao de duas ou mais varidveis continuam sendo funcdes, e, portanto,
podemos continuar derivando-as. Temos, por exemplo:

d [of 0
— 2424, 5 R A R 5\ _ 4
f,y,z) =3x"y7 = % (Bx> 3 <6xyz ) 30xyz".

A notacao mais usada na fisica para derivadas parciais de ordem superior € a apresentada a seguir.
Seja f = f(x,y,z,...). Temos:

Pf _0 (9f\ f_9[9d (of\]
ox2  ox\dx/  ox3 Ix|ox\ox/|’ ’
°f _ 0 (of\ &f _0d[9d (of

dxdy 0x \dy /)’ dxdydz dx |dy\dz /)|

d*f o[ [of d*f 9 [a [of
seas = ox e (o )|+ 3 = v (36) ]

Acreditamos que estes exemplos sdo suficientes para vocé entender bem a notacao.

Derivadas parciais que envolvem ao menos duas varidveis independentes distintas (como as das
duas dltimas linhas, acima) sdo denominadas derivadas parciais mistas.

Atividade 2-3: Seja f(x,y,z) = xy?z>. Calcule:
3 3 3 3
a) B_f b a_f ) a_f d) a_f
0x0dy0z 0zdydx ox2dy 0x0yox
2.3 Um importante resultado envolvendo derivadas parciais mistas
Seja f(x,y) = —3x+2y° +4x>y?. Temos:

f 9 (of\ o 405\ o4

X
) 92 0 /9 0
_f _ Y _f _ 9/ 4.2\ _ 4
x 3y <8x) = 8y( 3420x"y ) =40x"y.
Obtivemos, portanto,
Pf_Pf
oxdy  dyox’

Foi coincidéncia? Veremos que ndo. Esta secdo € sobre esta igualdade.

Em primeiro lugar, ndo se esqueca de que estaremos trabalhando aqui, quase sempre, com
fungdes “bem comportadas”. Com isso em mente, acompanhe com atencao o desenvolvimento a
seguir.

Pf 9 [af\_ 9 o A y) = filxy)
oy o (a—y) =5 (Hlxy) = lim A
— tim {i {hm St Aoy +Ay) — flatAxy) f(x,y+Ay)—f(x,y)]}‘
Ax—0 Ay—0 Ay Ay—0 Ay
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Perceba que o primeiro limite, na expressao entre colchetes, corresponde ao segundo limite na
mesma expressao, mas com x trocado por x + Ax. Como a diferenca dos limites € igual ao limite
da diferenga, e observando que o fator 1/Ax pode ser movido através do simbolo “limay_0”,
obtemos:

Ff . [fe Ay +Ay) — fe+Ax,y)] = [f(x,y +Ay) — f(x,y)]
5 = dim { iy o b

Um desenvolvimento andlogo (fica como atividade para voc€) nos leva a
Cf _ [ Ay +Ay) = f(ny+Ay)] = [f(x+Axy) — f(x,y)]
dyox  Ay—0 | Ax—0 AxAy ’
e entdo a (basta reorganizar os termos no numerador)

G A S Axy+Ay) — flx+ Ax,y)] — [f(x,y +Ay) — f(x,)]
W_Alylglo{gigo AxAy } )

Perceba que a diferenca entre as expressdes nos segundos membros de (2) e (3) estd apenas
na ordem de “lima,_,o” € “limpay0”. Ou seja, em (2) primeiro calculamos o limite daquela
razao quando Ay tende a 0, e s6 entdo calculamos o limite da expressao resultante quando Ax
tende a 0, enquanto em (3) fazemos o contrario: primeiro calculamos o limite daquela razao
quando Ax tende a 0, e s entdo calculamos o limite da expressao resultante quando Ay tende a 0.
A questdo é: essa ordem faz alguma diferenca? Podemos argumentar que ndo, considerando
apenas fun¢des bem comportadas.

Vamos explorar um exemplo. Seja f(x,y) = x%y3. Para esta fungio, a razdo em (2) e em (3) fica
(vale a pena acompanhar as contas com aten¢ao):

[f (x4 Ax,y +Ay) — f(x+Ax,y)] = [f(x,y +Ay) — f(x,y)]

AxAy
(r+A) (v +AY) = (A% = [Py +Ay) =%y
AxAy B
(+ A2 [(+Ay)> =] =2 [+ Ay =y
AxAy B
(a0’ =2 [0+ay)° =]
AxAy B
[2xAx + (Ax)*] [3y*Ay +3y(Ay)* + (Ay)°]
AxAy B
[2x+Ax] [3y” + 3yAy+ (Ay)*] . )

Substituindo (4) em (2) obtemos

82
say = dm {A‘y@o [(2x+Ax) (35 + 38y + (49)7)] }
= Jlim [(2x+Ax) (3y%)] = (20) (3y°) = 6w", (5)

e substituindo (4) em (3) obtemos

O f . .
oxr . Am, { Jim (24 Ax) (35 +3yAy + (Ay)°) ] }
= Jim [(20) (37 +3y8y + (Ay)°)] = (29)(3y*) = 607°, (©6)
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e, portanto, temos o mesmo resultado em (5) e em (6) (com f(x,y) = x2y3).

Acabamos de ver neste exemplo que nao faz diferenca, na expressao final em (4), se fazemos
primeiro Ay tender a 0, e s6 entdo fazemos Ax tender a 0, ou se primeiro fazemos Ax tender a 0,
e s6 entdo fazemos Ay tender a 0. De fato, podemos fazer Ax e Ay tenderem simultaneamente
a 0 - o que podemos enxergar como o par ordenado (Ax,Ay) tendendo ao ponto (0,0) por um
caminho arbitrdrio em um plano cartesiano AxAy -, e neste caso escrevemos, no lugar de (5),

&f . , i .
oo 1 2 Ax A A = (2 _
oy (Aray) +(00) [(2x+Ax) (3y" + 3yAy+ (Ay)7) | = (2¢)(3y°) = 6xy”,

e, no lugar de (6),2

9> f ] 5 ) ) )
5o = lim 2x+Ax Ay + (A -2 _
dydx (Ax,Ayl)—>(o,0) [(2x+Ax) (37" + 3yAy + (4y)7) | = (20)(3y7) = 6377,

chegando ao mesmo resultado. E € razodvel esperar que a igualdade

>If_Pf
oxdy  Jyox’

(7)

obtida para o caso particular em que f(x,y) = x°y°, seja sempre verdadeira, com fungdes bem
comportadas. Pense bem: seria muito estranho, para uma fungdo f(x,y) bem comportada, que a
ordem em que fazemos Ax e Ay tenderem a zero, na expressao que obtemos para a razao em (2)
e em (3), fizesse alguma diferenca no resultado final. Reflita um pouco a respeito. Imagine-se
fazendo uma avaliacdo numérica daquele limite, substituindo, na expressao que obtemos para a
razdo em (2) e em (3), valores cada vez menores para Ax e Ay.

Portanto, a conclusdo (informal) desta se¢do é que para fungdes f(x,y) bem comportadas, a
igualdade (7) é verdadeira.’>

2.4 Aproximacao linear local para funcées reais de uma variavel real

Seja y = f(x), sendo f uma fung@o real de uma variavel real. Usando a notagio de Leibniz,

podemos escrever

YW
e pensar dy/dx como a razdo entre uma variaggo infinitesimal de y e uma variag@o infinitesimal
de x (sendo, é claro, dy fun¢do de dx, ja que y é funcdo de x). Tecnicamente, a razdo dy/dx
corresponde ao limite da razdo Ay/Ax, quando Ax tende a 0. Mas se tomamos para Ax um valor
suficientemente pequeno, obtemos, com boa aproximacgao,

Ay ,

— = f(x),

il (x)
e, portanto, temos

Ay =~ f'(x)Ax (para Ax suficientemente pequeno). (8)

2 ~ . . , .
Uma notagéo alternativa para (M7A§)§ (vo)g(Ax’ Ay) é Al;glog(Ax, Ay).
Ay—0
3Para os leitores avancados: a condi¢io necessdria e suficiente para que a igualdade (7) seja satisfeita para x = xg
e y = yo é que aquelas duas derivadas parciais de segunda ordem (3% f /dxdy e 82 f /dydx) sejam continuas em algum
disco aberto contendo o ponto (xp,yo)-
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Isto € o que chamamos de aproximagdo linear local para Ay, com y = f(x). E claro, se um
determinado valor de Ax €, de fato, suficientemente pequeno para que a aproximacao acima seja
boa, isso depende da fungdo f(x) e do valor de x considerado (exploraremos essa questdo na
Atividade 2-5).

Usando, no lugar das variacoes finitas Ay e Ax em (8), variacoes infinitesimais dy e dx, escrevemos
a aproximagao em (8) como uma relacdo de igualdade:

dy = f'(x) dx,

ou (como y = f(x))
df = f'(x) dx. )

Chamamos df, em (9), de diferencial de f. O termo “diferencial total” é usado no caso de
func¢des de duas ou mais varidveis, que estudaremos nas proximas secoes.

Como Ay = y(x+ Ax) — y(x) = f(x+ Ax) — f(x), a partir da aproximacdo em (8) obtemos:

f(x+Ax) =~ f(x)+ f'(x) Ax  (para Ax suficientemente pequeno), (10)

e isto € o que chamamos de aproximagdo linear local para f(x+ Ax).

Usando, no lugar da variagdo finita Ax em (10), uma variagao infinitesimal dx, escrevemos a
aproximacdo em (10) como uma relacdo de igualdade:

fx+dx) = f(x)+ f(x) dx. (11)

Atividade 2-4: a) Aplique a aproximagdo f(x+ Ax) ~ f(x) + f(x) Ax (para Ax suficientemente
pequeno) a fungdo f(x) = /x e obtenha:

Ax
2\ /x
b) Use esse resultado para obter um valor aproximado para /4,01 e um valor aproximado para
41.

¢) Com o auxilio de uma calculadora eletronica, compare as qualidades das aproximacoes
obtidas.

VX4 Axx /x+

Atividade 2-5: A Fig.2 apresenta o grafico de uma certa fungdo f(x), e também a reta ¢
tangente a esse grafico no ponto de abscissa xj. Perceba, a partir da figura, que a aproximacgao
f'(x1) Ax para f(x; +Ax) — f(x1) € tdo melhor quanto menor € a distancia vertical entre o ponto
(x1 + Ax, f(x1 + Ax)) do grifico e a reta t. Mas a qualidade da aproximag@o ndo depende apenas
do valor de Ax; depende também da fungdo f e do valor de x;. E o que exploraremos nesta
atividade.

a) Verifique que as fungdes f(x) = x> e g(x) = x8/4 43 /4 tém, para x = 1, a mesma derivada e
a mesma imagem, e entdo obtenha as aproximacoes

FI+A) = 142Ax e g(l+Ax)~1+2Ax,

para Ax suficientemente pequeno.
b) Use as aproximagdes acima para obter valores aproximados para f(1,2) e g(1,2), e em seguida,
com o auxilio de uma calculadora eletronica, compare as qualidades das aproximacdes obtidas.
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¢) Para entender a diferen¢a na qualidade das aproximagdes obtidas, trace os graficos das funcoes
f(x) e g(x) (sugerimos usar o Geogebra), e também a reta tangente a ambos no ponto de abscissa
x = 1. Adicionalmente, inclua na figura os pontos de abscissa 1,2 pertencentes aos graficos e a
reta tangente.

reta ¢

f+ A

e (O -

Figura 2: Atividade 2-5 (visualizagdo grifica da aproximacao linear local).

Atividade 2-6: A partir da aproximagdo f(x+ Ax) = f(x) + f’(x) Ax (para Ax suficientemente
pequeno), obtenha - como alternativas - as seguintes aproximacoes:

a) f(xo+Ax) ~ f(xo)+ f'(x0) Ax  (para Ax suficientemente pequeno);

b) f(x) =~ f(xo) + f'(x0) (x —x0) (parax — xq suficientemente pequeno);

¢) f(x) = f(0)+ f'(0)x (para x suficientemente pequeno).

Todas essas expressdes trazem a mesma ideia bdsica, que, se bem compreendida, nos leva a
escrever diretamente qualquer uma delas, conforme a conveniéncia do momento.

Atividade 2-7: A partir da aproximagdo f(x+ Ax) = f(x) + f’(x) Ax (para Ax suficientemente
pequeno), obtenha a chamada aproximacdo binomial (de uso muito frequente na fisica):

(1te)"~1+ne (parancR* e 0<e<k1). (12)

Vale muito a pena guardar esta aproxima¢ao na memoria.

Atividade 2-8: Vocé ndo precisa ter estudado teoria da relatividade para realizar esta atividade.
Alids, vamos considerar que vocé ainda ndo conhece a expressao para a energia cinética rela-
tivistica de uma particula de massa m, movendo-se com velocidade v em um certo referencial
inercial. Um estudante mais avangado lhe apresenta esta expressao:

m02 2

Jlozje

em que ¢ € a velocidade da luz no vécuo, e lhe diz que ela € bem aproximada pela expressao
classica,

Erclativfstica _
c =

Ecléssica — lmVZ
C 2 )
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se a velocidade v da particula é muito menor que a velocidade da luz. Dai vocé€, mesmo sem ter
estudado a teoria da relatividade, resolve verificar tal afirmativa. Esta € sua tarefa, nesta atividade.
Fazendo uso da aproximagdo binomial (veja a atividade anterior), verifique se E“"™ ~ EJ*,
parav <L c.

Atividade 2-9: Use a aproximagao binomial (veja a Atividade 2-7) para mostrar que

(x+08)" ~ x" (1 in}—é:) (paran € R* e 0 <3< [x]).

Atividade 2-10: Um estudante mais avangado lhe diz que a forga elétrica entre uma particula
com carga elétrica g¢; e um disco de raio R com carga elétrica g, uniformemente distribuida no
mesmo, estando o sistema na configuragdo mostrada na Fig. 3, tem modulo

2 X
F;Jam'cula-disco = K’ql | ’qz‘ﬁ <1 o —/x2_|_R2) ’

em que K € uma constante e x € a distancia entre a particula e o centro do disco. Usando sua
intuicdo fisica, vocé pensa: ‘“‘se esse resultado estiver correto, entdo para x > R a expressao
acima deve ser bem aproximada pela expressao que da o médulo da forga elétrica entre duas
particulas com cargas g1 € ¢», separadas por uma distancia x”. Tal expressao é:

|91/|q2]

=K——.

F,
2

particula-particula
Verifique se, de fato, F,.udgico = Fraicuparicaa Para x > R. (Voce€ ndo precisa ter estudado ele-
trostatica para realizar esta atividade. Apenas perceba que se x > R entdo, da perspectiva de um
observador na posicao da particula de carga g, o disco “parece uma particula”.)

Figura 3: Atividade 2-10.

2.5 Aproximacao linear local e diferencial total para funcoes reais de duas
ou mais variaveis reais

Seja z = f(x,y), sendo f uma fun¢ao real de duas variaveis reais. Queremos obter, nesta se¢ao,
relacdes correspondentes aquelas em (8) e (9).

Embora possamos escrever, de forma andloga a obtencdo da aproximacdo em (8),

Az 0 )
A_)Zc R B_f — Azx a—fo = fx Ax (para Ax suficientemente pequeno e Ay =0),  (13)
X X

) )
;5 ~ B_f — Az~ a—fAy = fy Ay (para Ay suficientemente pequeno e Ax =0),  (14)
Y y y
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0 que queremos € obter uma aproximacgdo para Az considerando ambas as variacdes Ax e Ay,
entende? Este € o nosso desafio.

Em (13), temos Az = z(x + Ax,y) — z(x,y), e em (14) temos Az = z(x,y + Ay) — z(x,y). O que
queremos € obter uma aproximagao para Az = z(x + Ax,y + Ay) — z(x,y). Nossa estratégia é
calcular a diferenca Az em dois passos.

Considerando os passos 1 e 2 indicados na Fig.4a, podemos escrever (acompanhe com bastante
atenc¢do):

0

~

Az =z(x+Ax,y+Ay) — z(x,y) = z(x—l—Ax,y+Ay)—l—[—z(x—i—Ax,y)+Z(x+Ax,y)T—z(x,y)
= [z(x+Ax,y+Ay) —z(x + Ax,y)] + [z(x + Ax,y) — z(x,y)]

(- ~/ (- ~
~~

~ fy(x+Ax,y) Ay, usando (14) ~ fy(x,y) Ax, usando (13)
~ fx(x,y)Ax + fy(X+Aan) Ayv (15)

para Ax e Ay suficientemente pequenos.

Agora, considerando os passos 1’ e 2’ indicados na Fig.4b, podemos escrever:

Ve N

0
Az=z(x+Ax,y+Ay) —z(x,y) = z(x+Ax,y+Ay)+[—z(x,y+Ay) +z(x,y +Ay)] —z(x,y)
= [z(x+Ax,y+Ay) —z(x,y + Ay)] + [z2(x,y + Ay) — z(x,y)]

- 7 ~

g

~ fx(x,y+Ay) Ax, usando (13) ~fy(x.y) A;’, usando (14)
~ filny+Ay) Ax + fi(x,y) Ay, (16)
para Ax e Ay suficientemente pequenos.

Se os valores de Ax e Ay sdo suficientemente pequenos para que ambas as aproximacgoes, em
(15) e em (16), sejam boas,* podemos reescrevé-las como uma tnica aproximagio:

Az~ fi(x,y) Ax + fy(x,y) Ay (para Ax e Ay suficientemente pequenos),

ou, na notagdo mais usada pelos fisicos (que inclui escrever z = z(x,y), em vez de z = f(x,y)),

0 0
z=2z(x,y) = Az%—iAx—f— b

3 5 Ay (para Ax e Ay suficientemente pequenos).  (17)
y

Isto é o que chamamos de aproximagdo linear local para Az, com z = z(x,y), e € a aproximagao
correspondente aquela em (8) para uma funcao real de uma unica variavel real.

Usando, no lugar das variacdes finitas Ax e Ay em (17), variagdes infinitesimais dx e dy, escreve-
mos a aproximacao em (17) como uma relagdo de igualdade:

0z 0z
z=z(x,y) S el v (18)
Chamamos dz, em (18), de diferencial total de z. Compare com a diferencial df em (9) para
uma func¢do real de uma unica variavel real.

“E, neste caso, temos f;(x,y+Ay) = fi(x,y) € fy(x+Ax,y) = f;(x,y).
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eixoy & eixo y 4
passo 2’
(x+Ax,y+Ay) (x,y+4y) (¥ +Ax,y + Ay)
passo 2 passo 1’
(x,) passo 1 (x+Ax, y) (x.)
eixo x eixo x

(a) (b)

Figura 4: Calculo de Az = z(x+ Ax,y + Ay) — z(x,y) em dois passos, com dois caminhos distintos: (a)
Az =z(x+Ax,y+Ay) —z(x+Ax,y) +2(x + Ax,y) —2(x,y), e (b) Az = z(x + Ax,y + Ay) — z(x,y + Ay) +
2(x,y +Ay) —z(x,y).

Atividade 2-11: Obtenha a diferencial total dz das fun¢des a seguir.
a)z(xy) =xy  bBzlvy)=+y 0 z(ny) = Va2 4y

Atividade 2-12: Um pequeno cone tem sua altura /4 e seu didmetro d medidos com o uso de um
paquimetro (pesquise a respeito, se vocé ndo conhece esse instrumento - embora isso ndo seja
necessdrio para a realizacdo desta atividade), e os resultados obtidos sdo & = (56,7 +0,1) mm e
d = (44,24 0,1) mm. Entenda que essas medidas nos dizem que a altura desse cone tem valor
“real” entre 56,6 mm e 56,8 mm, e seu didmetro tem valor “real” entre 44,1 mm e 44,3 mm.
a) Fazendo uso da aproximacao linear local para AV, em que V é o volume do cone expresso
como funcgdo de & e d, responda: entre que valores estd o volume “real” desse cone? Sua resposta
deve ser dada em mm?, e expressa em notacdo cientifica com 3 algarismos (com o devido
arredondamento, se necessario).
b) Agora, responda a mesma pergunta, mas sem fazer uso da aproximagao linear local para o
volume V do cone, e compare com o resultado obtido no item a.
¢) Mostre que

AV Ah Ad

—~—+2—.

Vv h d

Atividade 2-13: Seja y uma varidvel real que é funcio de n varidveis reais x1,x2,...,X,: y =
y(x1,x2,...,X,). Obtenha a aproximagao

dy dy dy

Ay ~ —— Ax —— A+ - +=—

y o] 1+ax2 2+ +ax”

(19)

denominada aproximacdo linear local para Ay, com y = y(x1,X2,...,x,). E claro, trata-se
de uma generalizacdo, de 2 para n varidveis, da aproximacdo em (17). (Sugestdo: calcule
Ay = y(x1 + Axy,x2 + Axg, . .., xp + Axpy) — y(x1,X2, ..., Xx,) em n passos (veja a Fig.4 para o caso
n = 2), e use aproximacoes semelhantes aquelas na nota de rodapé nimero 4.)

Usando, no lugar das variagdes finitas Axy,Axy, . .., Ax, em (19), variacdes infinitesimais dx;,dx,, . ..

escrevemos a aproximacgao em (19) como uma relacao de igualdade:

ad
vy + o+ 22 dy, (20)

dy dy
dr 0x,

y=y(x1,%2,...,x,) = dy = % 1+ %

Chamamos dy, em (20), de diferencial total de y .
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2.6 Regra da cadeia

Sejay = f(x1,x2,...,x,), em que f € uma funcédo real de n variaveis reais. Vamos escrever,
simplesmente, y = y(x,x2,...,x,). Considere que cada uma dessas n varidveis é fungio de uma
varidvel real 7 - ou seja, x; = x1(¢), X2 = x2(¢), ..., X, = x,(¢). Queremos calcular dy/dz, que

podemos pensar como a taxa de variacdo de y em relagio a r.

Se, com uma variagao df em ¢, as variagdes correspondentes nas variaveis xi, X2, ..., X, Sao,
respectivamente, dxy, dxa, ..., dx,, a partir da igualdade (20) obtemos:

dy dy dxi dy dx; dy dx,
= cesXp — = —+ = —=+ -+ = —. 21
Y=Y, %) dr dox; dt ox, dt + ox, dt D
E claro, dx;/dz é a derivada de x;(z).
A forma apresentada em (21) para o célculo da derivada de y(x; (¢),x2(¢),...,x,(t)) em relacdo a

t € chamada de regra da cadeia.

Uma notagdo muito usada na fisica para dx;/dz, no caso em que ¢ é tempo, é %;, e neste caso a
ultima igualdade em (21) fica:

o) o) o)
axl

Xn-
8x2 "

0x,

Atividade 2-14: O raio r e a altura 7 de um cone variam com o tempo segundo as fun¢des
r(t) = 2> e h(t) = 5t, com t em segundos, r e 4 em milimetros.

a) Fazendo uso a regra da cadeia, calcule a taxa de variagdo dV /dr do volume V desse cone em
relacdo ao tempo.

b) Refaca o célculo da taxa de variacdo dV /dr, mas desta vez inicialmente expressando V como
uma fungio explicita de ¢. E claro, o resultado final é 0 mesmo.

Agora, vamos considerar um caso ligeiramente diferente, mas que também € de muito interesse na
fisica: y = y(x1,X2,...,Xu3t), comx; = x1(¢), x2 = x2(¢t), ..., Xy, = x,(t). O que muda, aqui, é que
a expressdo que define a fungdo y apresenta ¢ explicitamente. Exemplo: y = y(x1,x2;¢) = x%x%ts,
com X :xl(t) = \/ECXQ :)Q(l‘) =2t.

Queremos obter uma expressao geral para dy/dz, com y = y(x1,x2,...,X,;¢). Mas como?

A “sacada” € a seguinte: nada impede de reescrevermos: y = y(x1,X2, ..., X, Xp+1), COM Xyt ] =
Xn+1(t) = t. Temos agora, portanto, uma fungdo y de n+ 1 varidveis - cada uma delas funcéo de
t, mas com a particularidade de que a dltima é uma fungdo especifica de : x, 1 (¢) =1. A regra
da cadeia nos da

dy  dy dxg | dy du dy dx, | dy  dxnp

TER P PR P PRI P PR TR P

mas como x,4+1(¢) =t e, portanto, dx,+1/dt = 1, temos:

dy dy dx; dy dxp dy dx, dy
= X l) — — = — — - —= - - . 22
y =S, i) dt oxy dr * oxy dr * +ax,, a o 22)

Nio necessariamente a varidvel ¢ é tempo - embora, na fisica, quase sempre seja.
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Um comentério sobre notacdo: separamos a varidvel ¢t das demais por um ponto e virgula, ao
escrevermos y = y(xy,X2,...,X,;t), como um lembrete de que ela é uma varidvel especial, da
qual as n primeiras sao fungdes. Nem todos os autores fazem uso desse ponto e virgula, mas nos,
aqui, gostamos muito dessa notagao.

Atividade 2-15: Voltemos a fun¢io do exemplo apresentado acima: y = y(xj,x2;¢) = x%xgts ,
com x| = X (l‘) = \/;E:)Q ZX2(l‘) =2t.

a) Fazendo uso a regra da cadeia (na forma em (22)), calcule dy/dt.

b) Refaga o calculo de dy/dr, mas desta vez inicialmente expressando y como uma fungdo
explicita de 7. E claro, o resultado final é 0 mesmo.

3 Integrais multiplas

3.1 Integrais duplas
Introduziremos o conceito de integral dupla com o auxilio de um exemplo.

A Fig.5 ilustra uma placa com uma distribui¢do de carga elétrica tal que a densidade superficial
de carga o (carga elétrica por unidade de area) € a seguinte funcdo das coordenadas x e y:

o(x,y) =5(1+x)(1+2y) (0<x<3, 0<y<?2),

com x e y em centimetros e 6 em microcoulombs por centimetro quadrado. Pense 6(x,y) como
arazdo entre a carga infinitesimal dg na regido retangular infinitesimal indicada na figura e sua
area da = dxdy; ou seja, 6 = dg/da. Queremos calcular a carga elétrica total Q da placa, em
microcoulombs (uC).

Usando o conceito (informal) de integral como uma soma de infinitos termos infinitesimais, e
sendo R a regido do plano xy que corresponde a placa, podemos escrever, naturalmente:

Q:/Gda.
R

Ou seja, a carga elétrica total Q da placa € igual a “soma” (integral) das cargas infinitesimais
dg = oda distribuidas na regido K. A questdo é: como realizar esse céalculo?

Podemos percorrer todos os retangulos de lados dx e dy da regido X fazendo y variar de 0 a 2,
“de dy em dy”, e, para cada um dos valores assumidos por y, podemos fazer x variar de 0 a 3,
“de dx em dx”.® Com isso em mente, perceba que a expressio

x=3
/ o(x,y)dxdy,
x=0
que podemos reescrever (pondo dy “em evidéncia”) como
3

/ o(x,y)dx |dy,
0

YE claro, esta exposicdo est bastante informal, mas nela estamos considerando, implicitamente, um nimero
finito n = n,n, de retingulos de lados Ax = 3/n, e Ay = 2/n,, e entdo tomando o limite em que # tende a infinito,
com 7, e n, tendendo, ambos, a infinito. Com isso, € claro, Ax e Ay tendem a 0, mas de forma que sdo mantidas as
igualdades 3 = n,Ax e 2 = nyAy.
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nos da a carga elétrica (infinitesimal) na faixa de largura 3 e altura dy, entre y e y+ dy. Dai, para
obtermos a carga total Q da placa, basta “somarmos” (integrarmos) as cargas em todas as faixas
de altura dy, de y = 0 a y = 2. Temos, portanto:

0= /2 /SG(x,y)dx dy. (23)
0 0

Perceba que a integracao na expressao entre parénteses se dd sem que y varie - € por isso €
chamada de integracdo parcial. Assim, temos:

2 3 2

/ /G(x,y)dx dy = / /35(1+x3)(1+2y)dx dy
0

0 0 0

Q

2

NE 2 2
93 465
— / 5(1+2y) (x+x—> dy = /5(1+2y)—dy: —/(1+2y)dy
1)), 4 4
0 0 0
465 2
= T(y+y2)‘0:697,5yc.

y(cm)

2 4

1 dg = oda
( = 6(x,y)dxdy
_________ Eldy
y idx
0 — : .
0 1 x 2 3 x(cm)

Figura 5: Placa eletricamente carregada, com distribui¢do de carga dada pela densidade superficial
o(x,y) = 5(1+x*)(1+42y), com x e y em centimetros e G em microcoulombs por centimetro quadrado.

Concluido nosso exemplo, vamos considerar agora uma func¢ao genérica (mas bem comportada)
f(x,y), definida na regido retangular a < x < b, ¢ < y < d. Trataremos também de questdes de
notacdo e nomenclatura.

Primeiro, queremos dizer que os parénteses em (23) sao usualmente omitidos. Portanto, temos -
agora usando “f” no lugar de “c”, e pondo limites de integracdo genéricos a e b parax,ece d

para.y db d [ b
[ reyasay= [ { [ rexya)a (24)

Ou seja, em (24) o membro esquerdo é uma notac@o para o membro direito, que € constituido de
uma integral simples em y que tem, como integrando, uma integral parcial em x.” Lembre-se
que em nosso calculo da carga total Q da placa do exemplo acima, chegamos a uma expressao
desse tipo (veja (23)) de forma relativamente natural.

70 termo “integral parcial” é adequado, porque no processo de integraco parcial em x a variavel y é mantida
constante. (Alguma semelhanga com o calculo de uma derivada parcial?)
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O que estamos calculando em (24), de forma criativa, é a “soma” (integral) dos termos infini-
tesimais f(x,y)dxdy sobre a regido retangular & determinada pelas desigualdades a < x < be
¢ <y <d. A notagdo mais comum para esse tipo de “soma” €

[ 7y (25)
R

e ela é chamada de integral dupla. E a regido R_nao precisa ser retangular (exploraremos um
exemplo na Atividade 3-2).

Vamos recapitular. Uma soma de infinitos termos infinitesimais f(x,y)dxdy sobre uma regiao X
(ndo necessariamente retangular), denotada pela expressao em (25), € chamada de integral dupla.
A forma padrao de se calcular uma integral dupla, no caso em que a regido X ¢ o retangulo
(aberto) determinado pelas desigualdades a <x < b e c <y < d, é como foi trazido pelo exemplo

desta secao:
db d [ b
JJreeasay= [ [ reyasy= [ | [ reenax]ay 26)
R c a c a

Alternativamente, podemos escrever (mudando a ordem de integracao):

[ rtxasay = /b /d £,y dyde = /b /d Flxy)dy a. @)
R ac a \c

E, ainda sobre notacdo, nds aqui gostamos de escrever um Unico sinal de integracdo quando
usamos da no lugar de dxdy - ou seja, preferimos escrever

/f(x,y)da,em vez de //f(x,y)da,
R R

E que gostamos da notacdo em que o nimero de sinais de integracio é igual ao nimero de
diferenciais que acompanham o integrando. Mas nao h4 unanimidade nisso, e ambas as formas
de escrita sdo possiveis. H4, a propdsito, outras notacdes possiveis para integrais duplas (e para
integrais multiplas em geral). Uma que consideramos particularmente interessante € a seguinte:
a ultima expressao em (26) pode ser reescrita como

d b
[ [are.

e a ultima expressao em (27) pode ser reescrita como

b d
[ax [avsix.

Em principio, trata-se apenas de uma mudanca na ordem dos fatores, ao passarmos das ultimas
expressoes em (26) e (27) para as expressdes acima; nada de mais. Contudo, esta dltima forma de
escrita tem a vantagem de se assemelhar a notac@o para somatorios, e isso pode nos deixar mais
a vontade com o célculo de uma integral dupla, se temos alguma familiaridade com manipulagdao
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de somatdrios. Vamos ilustrar através de um exemplo. Consideremos o seguinte somatorio

duplo:
32

Y Y (3%j+1).
i=0 j=0
No primeiro somatoério, estamos fazendo i variar de 0 a 3 (em valores inteiros), e, no segundo,
estamos fazendo j variar de 0 a 2 (também em valores inteiros). Como o somatério em j esta
“dentro” do somatodrio em i, devemos entender que para cada valor assumido por i, fazemos j
variar de 0 a 2. Temos, entao:
J=0 j=1 j=2

A A A

Y Y GRi+1) = YI@Z0+1)+GBi 1+1)+(3i*-2+1)]
i=0 j=0 i=0

3 3
= YI()+@*+1)+(6i*+1)] =Y (9% +3)
i=0 i=0
iio iil ii2 ii3

= (9-024+3)+(9-1243)+(9-22+3)+(9-32 +3) = 138.

Agora, para explorar a semelhanca entre integrais duplas e somatérios duplos, vamos substituir
as varidveis discretas i e j por varidveis continuas x € y, € os somatorios por integrais. Ou seja,
vamos calcular a seguinte integral dupla:

3 2

/dx/dy(3x2y+1).

0 0

Na primeira integral, estamos fazendo x variar continuamente de O a 3, e, na segunda, estamos
fazendo y variar continuamente de 0 a 2. Como a integral em y esta “dentro” da integral em x,
devemos entender - aqui um tanto informalmente (pois as varidveis x e y sdo continuas) - que
para cada valor assumido por x, fazemos y variar de 0 a 2. Temos, entao:

3

/dx/dy Wyt 1)= [dr (—xy +y>

0

3
= 60.
0

=2 3
= / (6x% +2)dx = (2x° +2x)
y=0 5

A semelhanca entre a integral dupla e o somatério duplo acima fica ainda mais clara com as
manipulacdes apresentadas a seguir. Para o somatorio duplo:

ERER
3 2 3 2 2 3 3
Y Y @i+l = Z<Z3i2j+21>:z< Z]+Zl) Y (9% +3)
i=0 j=0 i=0 \ j=0 j=0 i=0 j i=0

i=0 i=1 i=2 i=3

= (9-0%+3)+(9-124+3)+(9-22+3)+(9-3* +3) = 138,
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E para a integral dupla (observe a semelhanca, passo a passo):

3 2 2 3 /E/L /-2/2\
/dx/dy(3x2y+1) - /dx /dy(3x2y)+/dy(1) :/dx<3x2/ydy+/dy>
0 0 0 0 0 0
3

3
= 60.
0

= [(62+ 2t = (2" +29)
0

E claro, a semelhanca entre integrais duplas e somatérios duplos (e, mais geralmente, entre
integrais multiplas e somatdrios multiplos) ndo existe apenas com esta ultima notagdo para
integrais duplas (que se estende, como veremos, a integrais multiplas em geral), mas achamos
que ela torna tal semelhanca mais evidente.

Atividade 3-1: Refaca o exemplo desta se¢do, mas desta vez percorra os retangulos de lados dx e
dy da regiao R_fazendo x variar de 0 a 3, “de dx em dx”, e, para cada um dos valores assumidos
por x, faca y variar de 0 a 2, “de dy em dy”. Ou seja, calcule (usando a notacdo que preferir)

0 = /3 /26(x7y)dy dx:/de/ZdyG(x,y).
0 0 0 0

E claro, o resultado é o mesmo que o obtido no exemplo.

As atividades a seguir exigirdo uma atengao especial de sua parte, e envolvem extensdes do
conteudo apresentado nesta se¢ao.

Atividade 3-2: Ainda explorando o exemplo desta secdo, vamos mudar a forma da placa:
considere apenas a parte, do retingulo original, abaixo da curva y = 2x> /9, e mantenha a mesma
expressdo para 6(x,y). Calcule a carga total dessa “placa cortada”. Seria interessante vocé fazer
esse célculo de duas formas distintas: efetuando primeiro uma integracao parcial na varidvel y,
seguida por uma integracdo na variavel x, e, na segunda forma, invertendo essa ordem.

Atividade 3-3: Livros de cdlculo exploram bastante o uso de integrais duplas em célculos de
volumes. Embora isso ndo seja de fundamental importancia em disciplinas de fisica basica, vale
a pena explorarmos ao menos um exemplo. Calcule o volume do espaco verticalmente acima do
quadrado do plano horizontal xy determinado pelas desigualdades 0 <x < 1e 0 <y < 1, e abaixo
da superficie que é o grafico da fungdo f(x,y) = x> +y* + 1. Use o Geogebra 3D para visualizar
esse espaco. (Dica: perceba que o espacgo de interesse pode ser dividido, informalmente, em
paralelepipedos de dimensdes dx, dy e z = f(x,y) = x> +y*> +1.)

Atividade 3-4: No mesmo espirito da atividade anterior, use uma integral dupla para calcular
a drea da regido do plano xy delimitada abaixo pela reta y = 0, acima pela curva y = x2, e
lateralmente pelas retas x =0e x = 1.

Agora, vejamos um importante resultado (muito usado na fisica, e na propria matematica, e que
depois estenderemos para integrais multiplas em geral): no caso particular em que a fungdo
f(x,y) em (26) pode ser expressa como um produto da forma g(x)h(y) (ou seja, um produto de
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duas funcdes de uma varidvel, sendo uma fun¢do de x e a outra funcdo de y), e integrada sobre o
retdngulo a < x < b e c <y < d, obtemos:

[ fesiaray = /d /b Flx,y)dvdy = /d /b Flxy)d | dy
K c a Cc a
d b

_ / /g(x)h(y)dx dyZ/dh(y) /bg(x)dx dy

c a
b

_ / g(x)dx /d h(y)dy |. (28)

a

Vocé entendeu bem o que fizemos nas duas ultimas igualdades? Na primeira delas, pusemos
h(x) “em evidéncia”, ja que naquela integragdo parcial em x temos y constante e, portanto, A (y)
constante. E na segunda, colocamos a integral simples em x “em evidéncia”, ja que seu resultado
independe de y.® O resultado é que a integral dupla pode ser calculada como um produto de
integrais simples, e isso deixa o calculo mais rapido. Resumindo:

db b d
fiey) =) = [[ sy = | [ewar|( [amar ]| @9

Atividade 3-5: Refaca o exemplo do inicio desta secdo, mas agora fazendo uso do resultado
apresentado acima. Observe que o cdlculo fica mais rapido desse modo.

Atividade 3-6: Calcule as integrais duplas abaixo. Quando possivel, expresse a integral dupla
como um produto de integrais simples. E procure entender muito bem o que estd fazendo, em
cada caso.

2 1 2 1 2 2y 2 2y
a)//x2y3dxdy b)//(x2+y3)dxdy c)//x2y3dxdy:/dy/d.xxzy3
0 —1 0 —1 01 0 -1

3.2 Integrais triplas
A extensao de integrais duplas para integrais triplas é simples.

Seja f(x,y,z) uma fungdo genérica (mas bem comportada) de trés varidveis reais x, y e z, definida
no paralelepipedo (aberto) determinado pelas desigualdades a < x < b,c <y <d,r <z <s. Uma
soma de infinitos termos infinitesimais f(x,y, z) dxdydz sobre um volume ¥ (ndo necessariamente
com a forma de um paralelepipedo), denotada por

// f(x,y,z)dxdydz,
v

¢ chamada de integral tripla.

8Perceba que isso ndo seria necessariamente verdade se ao menos um dos limites de integracio envolvesse a
varidvel y.
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A forma padrio de se calcular uma integral tripla, no caso em que o volume ‘¥’ é o paralelepipedo
(aberto) determinado pelas desigualdades a < x < b,c<y<der<z<s,é:

// f(x,y,z)dxdydzz/S/d/bf(x,y,z)dxdydzz/s /d /bf(x,y,z)dx dy|dz.| (30)
v rca r e \a

Alternativamente, podemos escrever (mudando a ordem de integracao):

bds b | d

// f(x>y,Z)dxdydz:///f(x,y,Z)dzdyde/ / /Sf(x,y,Z)dz dy|de. (31
7 acr a r

c

E, ainda sobre notacdo, nds aqui gostamos de escrever um Unico sinal de integracdo quando
usamos dt (um elemento de volume) no lugar de dxdydz - ou seja, preferimos escrever

/f(x,y,z)d’c,emvez de//f(x,y,z)dr,
v v

Novamente, é que gostamos da nota¢do em que o nimero de sinais de integracdo ¢é igual ao
ndmero de diferenciais que acompanham o integrando.

Usando aquela notagdo que consideramos particularmente interessante por sua semelhanga com
a notacdo para somatorios, a ultima expressdao em (30) pode ser reescrita como

/Sdz/ddy/bdxf(x,y,z),

e a dltima expressao em (31) pode ser reescrita como

/bdx/ddy/sdzf(x,y,z).

Vocé sabe: trata-se apenas de uma mudanga na ordem de fatores, ao passarmos das dltimas
expressoes em (30) e (31) para as expressOes acima, mas esta ultima forma de escrita tem a
vantagem de ser semelhante a notagdo para um somatdrio triplo, do tipo ;¥ ; i f (i, j, k).

No caso particular em que a funcdo f(x,y,z) em (30) pode ser expressa como um produto da
forma g(x)h(y)k(z) - ou seja, um produto de trés fungdes de uma varidvel, sendo uma fungéo de
x, uma fungdo de y e uma fun¢ao de z - obtemos:

// f(x,y,z)dxdydz:/S/d/bf(x,y,z)dxdydzz/s /d /bf(x,y,z)dx dy|dz
b, rca r le \a
— / /d /b g()h(y)k(z)dx |dy |dz = / /d h(y)k(z) /b g(x)dx|dy|dz
= /s k(z) /b g(x)dx /d h(y)dy| |dz= /b g(x)dx /d h(y)dy /S k(z)dz | - (32)
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O resultado, portanto, € que a integral tripla inicial pode ser calculada como um produto de trés
integrais simples, e isso deixa o calculo mais rapido. Resumindo:

f(x,y,2) =g(x)h(y)k(z) = /S/d/bf(x,y,Z)dxdydz = /bg(X)dx /dh(y)dy /Sk(Z)dz

(33)

Atividade 3-7: O paralelepipedo determinado pelas desigualdades 0 < x < 3cm, 0 <y < 2cm,
0 < z < 1cm possui uma distribui¢do de carga elétrica tal que a densidade volumétrica de carga
p € a seguinte funcdo das coordenadas x, y e z:

P(x,y,2) =5(1+x)(1+2y)(1+2%) (0<x<3, 0<y<2, 0<z<l),

com x, y € z em centimetros € p em microcoulombs por centimetro cubico. Calcule a carga
elétrica total Q do paralelepipedo.

Atividade 3-8: Calcule as integrais triplas abaixo. Quando possivel, expresse a integral tripla

como um produto de integrais simples.
1

121 12
a)///x2y3zdxdydz b)///(x2+y3+z)dxdydz
0 0

0 -1 0 -1
1 3z 2y 1 3z 2y
2.3 _ 2.3
c)///xyzdxdydz—/dz/dy/dxxyz
0 0 -1 0 0 -1

Atividade 3-9: Refaca a Atividade 3-7, mantendo a mesma expressio para p(x,y,z), mas desta
vez considerando apenas a parte, do paralelepipedo original, abaixo da superficie z = y?/4.”
Calcule a carga total nesse novo volume.

3.3 Integrais multiplas: caso geral

Os desenvolvimentos apresentados nas se¢des 3.1 e 3.2 s@o facilmente estendidos para fungdes
de quatro ou mais varidveis.

Seja f(x1,x2,...,x,) uma funcio genérica (mas bem comportada) de n varidveis reais. Uma
soma de infinitos termos infinitesimais f(xy,x2,...,x,;)dx;dx; - - -dx, sobre um “volume” ¥
contido no dominio de f, denotada por

/...//f(xl,xz,...,xn)dxlde'“ana
v

é chamada de integral multipla."°

9Perceba que a igualdade z = y? /4 de fato determina uma superficie: o conjunto de pontos (x,y,z) que tornam
aquela igualdade uma sentenga verdadeira. Como a igualdade em questdo ndo envolve x, o valor de x pode ser
qualquer, entende?

19Com n = 2 temos uma integral dupla, e com n = 3 uma integral tripla. O uso do termo “volume” para o
conjunto sobre o qual é realizada a integracdo - mesmo quando temos n > 3 - € uma pratica comum na fisica. Na
matemadtica, o uso do termo “hipervolume” € bastante frequente, quando temos n > 3.
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A forma padréo de se calcular uma integral miltipla, no caso em que o volume ¥’ é determinado
pelas desigualdades a; < x1 < by, a2 < xp < by,...,a, < x, < by, é:

by by by
/".//f(xl’xz""vxn)dxldxz'--dxn - /"'//f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn (34)
v an ar ay
by by by
= / / /f(m,xz,...,xn)dxl dxs | ---dox,.
An a ai

Alternativamente, podemos escrever (mudando a ordem de integracao):

b] b2 bn
/-"//f(xl,xz,...,xn)dxldxz”-dxn = //"'/f(xhx%‘"7x")dx”"'dx2dxl (35)
W ap ap an
by by by,
= [ [ s s an
a ap Aan

A ultima expressao em (34) pode ser reescrita como

by b

bn 1
/dxn/dXZ/dxl f(xlax27"'7xn)7
an a a

2 1

e ultima expressdo em (35) pode ser reescrita como

bl b2 bn
/dxl/dXZ"'/dxnf(xlaxzv"'7xn)'
ai ap an
No caso particular em que a fungdo f(x1,x2,...,x,) em (34) pode ser expressa como um produto

da forma g1(x1)g2(x2) - - - gn(x,) obtemos (trataremos da validade da igualdade final, em (36), na

Atividade 3-10):
/-~~//f(x1,xz,...,xn>dx1dxz~-dxn
v

by by by
_ /...//f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn
an az ag
by [ by [ by
_ / / /f(xl,xz,...,xn)dX1 dx | ---dx,
an | a2 al
by [ by [ by
— / / /gl(xl)gz()Q)‘“gn(xn)dxl diy | ---doxy
an | a2 ail
by by by
= [atn |[ [etan |- [t | (36)
ap a2 fn
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O resultado, portanto, € que a integral mdltipla inicial pode ser calculada como um produto de n
integrais simples, e isso deixa o cdlculo mais rapido. Mas - a essa altura vocé sabe bem - nem
sempre € possivel expressar uma integral multipla como um produto de integrais simples.

Atividade 3-10: Vocé conhece o principio da indugdo finita (PIF)? Se ndo, iremos apresenta-lo
aqui. Para provar que uma determinada propriedade P, envolvendo um nimero natural n, vale
para todo n > m (m € N), proceda da seguinte forma: (1) mostre que P vale para n = m; (2)
mostre que se P vale para n = k (k > m), entdo P vale para n = k+ 1. Simples e profundo.
Reflita um pouco a respeito.

a) Como uma primeira aplicacdo do PIF, prove que, para todo nimero natural n > 1,

n(n—l—l)‘

[+243+-+n=——

b) Agora, como uma segunda aplicacdo do PIF, prove que, paran > 2,

[f1(0) + fo(x) + f3(0) + -+ fu(x¥)] = f1(x) + f2(0) + f5(x) + -+ [ (),

considerando, € claro, que essas derivadas existem.!!
¢) Vocé estd pronto, ou pronta, para provar - usando o PIF - a validade da igualdade final em

(36), paran > 2.

3.4 Derivando uma integral parcial

Vamos analisar a seguinte igualdade:

b b
d af (x,t)
— t)dx= [ ———dx 37
5[ rena= [l an G
a a
em que f(x,¢) é uma funcdo real de duas varidveis reais, x e ¢.!”

No membro esquerdo, temos uma integral parcial em x de uma funcéo f(x,1). E claro, apés o
calculo daquela integral resta apenas a varidvel 7. Em outras palavras: | ab f(x,t)dx é uma fungio
de ¢, apenas, e por isso a derivada no membro esquerdo de (37) € uma derivada ordindria.

No membro direito, temos também uma integral parcial em x, mas o integrando € a derivada
parcial de f(x,¢) em relagdo a r.

Podemos ler a igualdade (37) da seguinte forma: o operador d/df no membro esquerdo da
mesma pode cruzar o sinal de integracdo, mas se transformando, nesse processo, no operador
d/0t. Tentaremos convencé-lo, ou convencé-la, a seguir, de que isso estd correto (considerando,
como de costume, que a fungdo f(x,7) é uma fungdo bem comportada). Mas, antes, vejamos um
exemplo. Com f(x,¢) =x’t3,e coma=0e b = 2, temos:

b 2

d d d (1 552\ d/8

— Ndx=— [ Xdx=— [ =x%F =—(27) =87

dt/ us dto/ g dr |\ 3" o/ dr\3 ’
a

perceba que o PIF ndo nos entrega as expressdes nos itens a e b; apenas nos permite provar sua validade.
12pgderfamos ter escolhido denotar essas duas varidveis porx ey, x| € xp, etc.; tanto faz. Escolhemos x e ¢ porque
esse tipo de integral € mais comumente encontrado na fisica quando x € uma coordenada espacial e ¢ é tempo.
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b 2 2
of(xt) [0 53 224 32
/—at dx-o/at(xt)dX—O/Sxt dx =x"t

a

ou seja, 0 mesmo resultado.

Informalmente, podemos pensar a integral no membro esquerdo de (37) como uma soma de
infinitos termos infinitesimais. Isso nos convida a aplicar a regra da soma para o cdlculo de
derivadas (que diz que a derivada da soma € a soma das derivadas). Vocé pode questionar:
mas a regra da soma € mesmo vélida quando temos “infinitos termos infinitesimais”? Trata-se
de uma pergunta muito justa. Podemos nos livrar dessa dificuldade - ao menos parcialmente -
aproximando muito bem a integral em (37) como uma soma de um numero finito - porém imenso
- de termos. No exemplo apresentado acima - com f(x,¢) = x*t>, a=0¢e b = 2 -, a0 usarmos
10! termos para aproximar f02 x%dx (e, neste caso, temos “dx” = 2 / 10! obtemos (com 9 casas
decimais) 2,666666667,'% que é o mesmo que uma calculadora fornece (com o mesmo niimero
de casas decimais) para 8/3, que € o resultado exato daquela integral. Entdo isso deve nos deixar
mais a vontade para aplicar a regra da soma para o calculo de derivadas no membro esquerdo
de (37), o que nos leva ao membro direito daquela igualdade. Temos, no membro direito de
(37), uma derivada parcial porque o integrando é uma funcio de x e ¢, ndo s6 de 7. E claro,
aproximando aquela integral como uma soma em x, cada termo envolve um valor especifico para
X, mas, mesmo assim, ficaria esquisito usarmos d/dz, em vez de d/dt, no membro direito de
(37), porque ali os termos da soma nao estdo explicitados, e, portanto, x, no integrando, denota a
variavel, nao um valor especifico assumido pela mesma.

Deixaremos como tarefa para voce: procure se convencer, usando argumentos semelhantes aos
apresentados acima, de que a seguinte igualdade estd correta:

b, b by

%/ Sty X, 1) doy - - dxy / /af A ML )dxldxn (38)

dan

Trata-se, perceba, de uma extensao do resultado apresentado em (37), e tem com ele uma
semelhanga bésica: apds a integracdo no primeiro membro, o que temos € uma funcao de ¢,
apenas. Bem, podemos retirar essa restricdo. Observe a igualdade a seguir, compare-a com a
igualdade (38), e procure se convencer de que ela esta correta. (Dica: observe que temos uma
derivada parcial ja no primeiro membro, e uma varidvel a mais para a funcdo f: a varidvel s.)

n

by by by
E/"'/f(xla"'7xn7s7t)dxl"'dxn:/"'/af(x]7""xn’s’t)dxl-~~dxn, (39)
ot ot

a, aj anp ai

Atividade 3-11: Calcule, separadamente (verificando que os resultados obtidos sdo iguais)

21 21

d

a// xlt—l—le‘ dx;dxy // x1t+x2t3)dx1dx2.
00 00

Atividade 3-12: Calcule, separadamente (verificando que os resultados obtidos sdo iguais)

I3Escrevemos um pequeno programa em C para realizar esse célculo.
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21 21
J J
E//(x%t—i—xzssﬁ)dndxz e //g(x%t + x25°1%) dxdxs.
00 00

4 Vetores

4.1 O que sao vetores?

Podemos pensar o tipo de vetor com o qual trabalhamos na mecanica newtoniana e no eletro-
magnetismo como um objeto matemaético abstrato que pode ser representado por um segmento
orientado (uma seta), e de forma que dois segmentos orientados distintos representam o0 mesmo
vetor se possuem o mesmo tamanho (que chamaremos de mddulo), a mesma direcdo € o mesmo
sentido. Assim, por exemplo, os segmentos orientados na Fig. 6a ndo representam trés vetores
distintos, € sim o mesmo vetor. Isso nos da a liberdade de desenhar o segmento orientado
onde quisermos - desde que nao modifiquemos seu mdédulo, nem sua direcdo, nem seu sentido
(tomando como referéncia um certo sistema de coordenadas). Em outras palavras: podemos
transladar um segmento orientado a vontade, e ele continuara representando o mesmo vetor. Ja
os segmentos orientados na Fig. 6b representam vetores de mesmo médulo, mesma dire¢do, mas

sentidos opostos.
(a) (b)

Figura 6: (a) Trés segmentos orientados distintos representando o mesmo vetor (pois possuem 0 mesmo
médulo, a mesma direcdo e o mesmo sentido). (b) Segmentos orientados que correspondem a dois vetores
de mesmo médulo, mesma dire¢do, mas sentidos opostos.

Definimos maodulo, direcdo e sentido de um vetor respectivamente como o médulo (o tamanho),
a direcdo e o sentido de qualquer um dos infinitos segmentos orientados que o representam.'*

Antes de continuarmos, deixe-nos fazer uma observagdo. Seria mais simples se pudéssemos
dizer, simplesmente, que um vetor é um segmento orientado. Mas ai teriamos, na Fig. 6a, trés
vetores distintos, em vez de trés representantes de um mesmo vetor, entende? E isso ndo seria
interessante, porque perderiamos a liberdade de transladar a vontade um segmento orientado.
Contudo, de certo modo podemos, sim, pensar um vetor como um segmento orientado, mas sem
atencdo a sua localizagdo; apenas ao seu modulo, a sua direcdo e ao seu sentido. Agora, uma
segunda observagdo. Assim como segmentos orientados representam vetores, vetores podem
ser usados para representar certas grandezas fisicas, como velocidade, forca, campo elétrico
etc.; mas eles ndo sio as préprias grandezas. E que mesmo com a liberdade de transladarmos
um segmento orientado a vontade, e ele continuar representando o mesmo vetor, um segmento
orientado é um ente geométrico, que possul um comprimento, € esse comprimento apenas
representa, por exemplo, a intensidade de uma for¢a. Assim, uma for¢ca F, que possui o dobro
da intensidade de uma forca F; deve ser representada por um vetor com o dobro do tamanho

I4Neste texto, fazemos uso de “caixas” para destacar resultados importantes. Contudo, esta se¢io 4 é tio cheia
deles, que em principio haveria um uso excessivo de caixas - o que preferimos evitar. Portanto, esteja atento, ou
atenta: ha resultados muitos importantes por toda esta se¢do, embora tenhamos destacado apenas alguns.
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daquele que representa Fy. Resumindo: segmentos orientados de mesmo médulo, mesma dire¢ao
e mesmo sentido, mas com localizacdes variadas, sdo representantes de um mesmo vetor, € um
vetor pode ser usado para representar uma grandeza fisica que possua médulo, dire¢ao e sentido.

Com a liberdade que temos de desenhar o segmento orientado onde quisermos, uma opg¢ao € que
fagcamos o inicio do segmento orientado coincidir com a origem do sistema de coordenadas, como
ilustra a Fig.7a. Perceba que existe, entdo, uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
de todos os vetores possiveis e o conjunto de pontos do sistema de coordenadas xyz; ou seja,
estabelecido o sistema de coordenadas xyz, a cada vetor v corresponde uma tripla ordenada
(Vs vy, v2), € vice-versa.!> No caso particular em que os vetores considerados estio em um
mesmo plano - digamos, o plano xy -, a cada vetor v corresponde um par ordenado (vy,vy), €
vice-versa, como ilustra a Fig. 7b. As quantidades vy, v, € v, sdo chamadas de componentes de v
no sistema de coordenadas xyz.

Agora, algumas palavras sobre notacdo. A notacao padrio para vetores, em livros e artigos,
consiste no uso de negrito ou de uma seta acima da letra que denota o vetor. Assim, por exemplo,
podemos escrever v ou V, u ou i, F ou F , etc. Optamos, aqui, pela primeira notagdo, mas esta
ultima € a que adotamos quando escrevemos a mao, porque nao ¢ muito pratico (a0 menos para
nds) escrever em negrito no papel ou na lousa. E expressamos o médulo de um vetor v ou v
como v. Ou seja, basta retirar o negrito, ou a seta - conforme o caso. Por favor, ndo se esqueca
disso. Considere, por exemplo, que na Fig.7b temos v, = 3 e vy = 4. O teorema de Pitiagoras nos
dav =35, concorda? Jamais escreva v =5 ou Vv = 5. Entenda: ao escrevermos v ou vV estamos nos
referindo ao vetor como um todo, e quando escrevermos v nos referimos apenas ao seu modulo.
Outra notagdo possivel para o médulo de um vetor v ou ¥ € |v| ou |V|, respectivamente.

Z y

(@) (b)

Figura 7: (a) A cada vetor v corresponde um ponto no sistema de coordenadas xyz - ou seja, corresponde
uma tripla ordenada (vy,vy,V;) -, e vice-versa. (b) No caso particular em que v, ¢ sempre nulo, podemos
dizer que a cada vetor v corresponde um ponto no sistema de coordenadas xy - ou seja, corresponde um
par ordenado (vy,vy) -, € vice-versa.

Atividade 4-1: Usando o sistema de coordenadas cartesianas xy apresentado na Fig. 7b, esboce
os vetores que correspondem aos seguintes pontos (€, em seguida, use o Geogebra para verificar
se seus esbogos estdo corretos):

a) (173) b) (27_3) C) (_1’5) d) (_37_2> e) (LO) f)(()?l)

Sugerimos um sistema de coordenadas para cada vetor.

Atividade 4-2: Usando o sistema de coordenadas cartesianas xyz apresentado na Fig.7a, esboce
os vetores que correspondem aos seguintes pontos (e, em seguida, use o Geogebra 3D para

15 Ao ponto (0,0,0) corresponde o vetor nulo. Trataremos desse vetor na préxima segao.
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verificar se seus esbogos estdo corretos):

a)(1,3,2) b)(2,3,—-1) ¢(1,-2,3) d)(2,-1,-3) e(-3,1,2) H(-3,2,—1)
g (—4,—-1,1) h)(-2,-2,-3) i)(1,0,0) j(0,1,0) k) (0,0,1)

Sugerimos um sistema de coordenadas para cada vetor.

Atividade 4-3: Usando o teorema de Pitdgoras, mostre que o médulo do vetor esbogado na
Fig.7b pode ser expresso como v =, /v2 + v%.

Atividade 4-4: Calcule o médulo de cada vetor esbocado na Atividade 4-1.

Atividade 4-5: Aplicando duas vezes o teorema de Pitdgoras, mostre que o médulo do vetor

esbogado na Fig. 7a pode ser expresso como v = /vZ + v 42,

Atividade 4-6: Calcule o médulo de cada vetor esbocado na Atividade 4-2.

Ainda sobre notacdo, e considerando a proposta que estamos fazendo aqui, ndo é correto
escrevermos, por exemplo, v = (1,3,2), porque um vetor ndo € a prépria tripla ordenada; o que
ha é uma correspondéncia entre o vetor e a tripla ordenada, como ja discutimos. Uma notagao
possivel é: v =(1,3,2), com “=" significando “corresponde a”, no sistema de coordenadas
usado. Além disso, a tripla ordenada muda, quando mudamos o sistema de coordenadas. Como
exemplo, observe a Fig. 8. Ela apresenta um tnico vetor e dois sistemas de coordenadas: xyz e
x'y'z/. Obtemos o sistema x’y’7’ girando o sistema xyz por 90° em torno do eixo x (no sentido
anti-horario). Perceba que
v=(0,2,1) no sistema xyz,
mas
v=(0,1,-2) no sistema x'y'7.

Trata-se do mesmo vetor, mas as triplas ordenadas mudam. Por isso ndo é correto associar um
vetor a uma tripla ordenada sem fazer referéncia ao sistema de coordenadas usado.

Figura 8: Vetor v correspondente 2 tripla ordenada (0,2, 1) no sistema xyz, mas a tripla ordenada (0, 1, —2)
no sistema x'y'7’ (valores ndo mostrados na figura).

4.2 Algumas operacoes com vetores, e suas propriedades
4.2.1 Adicao de vetores e multiplicacao de vetor por escalar

As duas operagdes mais basicas envolvendo vetores sdo adi¢cdo de vetores e multiplicacdo de
vetor por escalar.

Peixoto, Oliveira & Barros (2023) 76



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacio em fisica - Parte I

Como definir a adi¢ao de dois vetores u e v? Particularmente para os fisicos, a questdo é: como
obter a soma de grandezas fisicas que sdo representadas por vetores? A matemaética nos da
certa liberdade criativa, quando se trata de estabelecer definicdes, mas o que funciona na fisica?
Felizmente, para todas as grandezas fisicas vetoriais vale a mesma regra de adi¢io de vetores: a
que veremos a seguir.

Sejam u e v dois vetores que, em um certo sistema de coordenadas xyz, correspondem as triplas
ordenadas (uy,uy,u;) e (vy,vy,V;), respectivamente. O vetor u+ v € definido como aquele que,
no mesmo sistema de coordenadas xyz, corresponde a tripla ordenada (i, + vy, ity + vy, u; +v;).
Escrevemos:

U= Uy, Uy, ;) € V=g, vy, V) = U4V = (ue+ vy, uy+ vy, u+ ;). (40)

Outra notacao possivel consiste em escrevermos as triplas ordenadas como matrizes colunas:

Uy Vx Uy + Vy
u=\|u | e v=1|v| = ut+v=|u+v|. 41
Uz Vz Uz + vy

Atividade 4-7: Esboce no plano xy os vetores u e v que correspondem respectivamente aos pares
ordenados (1,4) e (5,3). Em seguida, obtenha o par ordenado (uy + v, u, + vy) que corresponde
ao vetor soma u + v, e esboce esse vetor na mesma figura. Por fim, perceba que o vetor soma
u + v pode ser obtido por um método geométrico: translade o vetor v esbogado, de forma que
o segmento orientado que o representa tenha inicio coincidindo com o término do segmento
orientado que representa o vetor u. (Acreditamos que nao hd, aqui, nenhuma novidade para
voce, que deve se lembrar desse “método geométrico” para adicdo de vetores de sua disciplina
de fisica do primeiro ano do ensino médio. Mas perceba, agora que voc€ tem mais maturidade,
que uma abordagem geométrica como essa deixa mais claro que o vetor soma u -+ v ndo muda
quando mudamos o sistema de coordenadas xy. E esse mesmo argumento se aplica ao caso mais
geral de vetores ndo necessariamente restritos a um plano.)

Atividade 4-8: Em cada item, obtenha a tripla ordenada que corresponde ao vetor soma u+v, e

esboce (em uma mesma figura) os vetores u, ve u+v.
a) u= (1757 _7>’ V= (27_170) b) u= (0727_2)» V= (_17_272)

Atividade 4-9: Calcule o médulo de cada um dos vetores soma obtidos na atividade anterior.

Atividade 4-10: Aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo ABC e usando trigonometria,
mostre que o modulo do vetor soma w = u 4 v ilustrado na Fig.9 pode ser expresso como
w = Vu2 +v2+2uvcos8, bem como w = /u? +v2 — 2uvcos 9.

C

u

Figura 9: Atividade 4-10.
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A operacgado de adicdo de vetores se estende naturalmente a mais de dois vetores. Veja:

ux Vx Wx ux+vx+wx+...
u=\u |, v=|v |, w=[wy|,... = u+v+twt--=|u+vy+twy+---].(42)
Uz Vz Wy Uy +v;+wy+ -

Procure enxergar que obtemos geometricamente o vetor soma u+ v+ w + - -- esbocando os
vetores u, v, w, ... em sequéncia, como ilustra a Fig. 10, e entdo esbocando o vetor soma como
o segmento orientado que vai do inicio do primeiro segmento orientado ao término do ultimo.
Adicionalmente, perceba que isso revela que o vetor soma independe do sistema de coordenadas
adotado.

u+v+w+---

Figura 10: Obtendo geometricamente o vetor soma u+v+w-+---.

Atividade 4-11: Calcule o médulo do vetor somau+v+w, comu = (2,2,2), v=(1,1,1)e
w=(2,-1,-1).

Passemos agora a operac¢do de multiplicagc@o de vetor por escalar.

Veremos que a operacdo de adi¢@o de vetores sugere, de imediato, a defini¢do para a operacao de
multiplicagdo de vetor por escalar. Seja v = (vy, vy, v;) em um certo sistema de coordenadas xyz.
Esperamos, por exemplo, que 3v sejaigual a v+ v+v = (ve+ v+ vy, vy + vy vy, v +v 4 v,) =
(3vy,3vy,3v;). Portanto, a defini¢do que buscamos deve nos dar 3v = (3vy,3v,,3v;). Segue entdo
a defini¢do abaixo.

Seja A um escalar e seja v um vetor que, em um certo sistema de coordenadas xyz, corresponde
a tripla ordenada (vy,vy,v;). O vetor Av é definido como aquele que, no mesmo sistema de
coordenadas xyz, corresponde a tripla ordenada (Avy, Avy,Av;). Escrevemos:

Aescalar e V= (vy,vy,v;) = Av=(Avy,Avy, Av;). (43)

Usando matrizes coluna, escrevemos:

Vy Avy
Aescalar e v=|v, | = Av=|[ Ay |. (44)
Vv, Av;

Atividade 4-12: Trabalhando com v = (vy,vy,v;), em um certo sistema de coordenadas xyz,
mostre que |Av| = |A||v].

Procure enxergar que obtemos geometricamente o vetor Av (com A £ 0) como aquele que possui
a mesma diregdo de v (pois a razdo entre duas componentes quaisquer do vetor Av é igual a razdo
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entre as componentes correspondentes do vetor v),'® mas cujo médulo é multiplicado por |A|

(veja a Atividade 4-12), e cujo sentido € invertido se A < 0. No caso em que A = —1, denotamos
o vetor Av simplesmente por —v, ¢ o chamamos de vetor oposto a v.

Agora, tratemos do vetor nulo - que denotaremos por 0: aquele que obtemos multiplicando um
vetor v qualquer pelo escalar A = 0. As componentes do vetor nulo sdo todas iguais a 0, é claro,
em qualquer sistema de coordenadas, e seu modulo € também igual a 0. O estranho desse vetor €
que ndo podemos falar sobre sua direcdo, ou seu sentido. Mas ele € necessdrio a dlgebra vetorial,
assim como o numero real 0 € necessario as operagdes com nimeros reais. Por exemplo, a adi¢ao
dos vetores u = (5,—2,4), v=(3,-3,-2) e w = (—8,5, —2) resulta no vetor nulo. E evidente,
o vetor nulo € o elemento neutro da adi¢ao de vetores. Ou seja, v+ 0 = v para todo vetor v.

Passemos as propriedades basicas envolvendo adicao de vetores e/ou multiplicacdo de vetor por
escalar. Vocé devera demonstra-las na atividade a seguir.

Atividade 4-13: Sejam u, v e w trés vetores quaisquer, € sejam A e u escalares. Trabalhando com
as componentes desses vetores em um sistema de coordenadas xyz, demonstre as propriedades
abaixo (nomearemos apenas algumas delas).!”

1) u+ v = v+ u (comutatividade)

2)u+ (v+w) = (u+v)+w (associatividade)

Ju+0=u

Hu+(—u)=0

5) A(u+v) = M+ Av (distributividade)

6) (A +p)u = A+ pu (distributividade)

7) (Au)u = A(um) (associatividade)

8§) lu=u
Perceba que, devido a propriedade 2, podemos escrever, simplesmente: u+ v+ w. E devido a
propriedade 7, podemos escrever, simplesmente: Auu.

Vamos introduzir agora uma outra operacao com vetores: subtracdo de vetores. Essa operacao
deve ser consistente com as ja apresentadas (adi¢ao de vetores e multiplicacdo de vetor por
escalar), e deve ter alguma semelhanga com a operacdo de subtragdo de nimeros reais. Alguma
ideia? Quer pensar um pouco, antes de prosseguir com a leitura? Talvez lhe ocorra como definir
a subtracdo de vetores, de modo consistente.

Pois bem, uma forma interessante de encarar esse problema € observar que a diferenca a — b entre
dois niimeros reais a e b pode ser reescrita como a+ (—b), em que —b = —1 - b. Analogamente,
podemos definir: u —v =wu+ (—v). Alids, como a operacdo de subtragio de vetores pode ser
definida a partir das operacdes de adi¢do de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar, esta
justificado por que ndo demos especial aten¢do a ela (ndo a incluindo no titulo desta subsecao,
por exemplo, ou nas propriedades basicas apresentadas na Atividade 4-13).

E muito ttil, na fisica, enxergar com facilidade que o vetor diferenga u — v pode ser obtido
geometricamente como ilustra a Fig. 11.

16por exemplo, dividindo a componente y do vetor Av por sua componente x obtemos (Avy)/(Avy) = vy /vy, que é
a razdo entre as componentes y e x do vetor v.

1"N#o subestime nenhuma das propriedades apresentadas nesta atividade. Quando vocé estudar dlgebra linear,
vera que todas elas sdo necessdrias a definicdo dos chamados espacos vetoriais. E saiba que a dlgebra linear € de
importancia fundamental para a mecanica quantica.
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X

Figura 11: Obtendo geometricamente o vetor diferenca u —v.
Atividade 4-14: Mostre, a partir da definicio u — v =u+ (—v), que

U= Uy, Uy, ;) € V=g, vy, V) == U—V = (U — Vy, Uy — Vy, Uz — V7).

Em seguida, mostre que |u—v| = \/(uy — vy)? + (uy — vy)? + (u; — v;)?. Trata-se de uma ex-
pressdao muito usada na fisica, e na propria matematica.

Atividade 4-15: Como uma aplicacao do tépico “diferenca de vetores”, calcule a distancia entre
os pontos (1,2,3) e (5,2,6) de um sistema de coordenadas xyz. (Dica: observe a Fig. 11 e revise
a Atividade 4-14.)

Antes de encerrar esta subsecao, vamos introduzir o importante conceito de versor.

Um versor €, simplesmente, um vetor de médulo 1. Assim, por exemplo, sdo versores:
u=(1,0,0)ev=(1/v2,1/v2,0) (verifique).

A notacao mais usada na fisica para versores consiste em por um acima da letra que denota o
versor. Podemos entdo reescrever os exemplos de versores apresentados acima como @ = (1,0,0)
e ¥ =(1/v2,1//2,0). E lemos, respectivamente, “u chapéu” e “v chapéu”.

[I%and]

Atividade 4-16: Mostre que, dado um vetor u ndo nulo, obtemos o versor @i (que possui a mesma
direcdo e o mesmo sentido de u) como @ = u/u, em que u = |u| (ndo é necessdrio trabalhar
com as componentes de u, nesta primeira parte da atividade). Em seguida, aplique a igualdade
0 = u/u para obteng@o de @i a partirde u =(1,1,1).

4.2.2 A base {i,j,k} (ou {X,¥,2})

Seja

em um certo sistema de coordenadas xyz. Podemos reescrever (vocé deve lembrar de operacdes
elementares com matrizes):

Vy 1 0 0
v=|v ]| =w |0 +w|1]|+v|O0],
Vv, 0 0 1
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ou, equivalentemente,

V="vei+vyj+vK, (45)
em que
1 0 0
i=(0])],j=|1]e k=]|0
0 0 1

Assim, qualquer vetor v pode ser expresso na forma apresentada em (45), envolvendo os versores
i, j e k.'"® Chamamos o conjunto {i,j,k} de base canonica do sistema xyz, e dizemos que as
quantidades vy, vy € v; sdo as componentes de v naquela base. E claro, a tripla ordenada (Vi,vy,V2)
nos da o ponto, no sistema xyz, que corresponde ao vetor v. A propdsito, podemos trabalhar com
triplas ordenadas do mesmo modo que trabalhamos com matrizes. Ou, dizendo de outra forma,
podemos pensar triplas ordenadas como matrizes linha de tamanho 3 (com a diferenca que nao
usamos virgulas para separar os elementos em uma matriz linha). Podemos entdo escrever:

v i(vmvyvvz) = vx(la()?()) +Vy(07 170> +Vz(070a 1)7

ou, equivalentemente,

V=vii+vyj+vK, (46)

em que

i=(1,0,0), j=(0,1,0) e k=(0,0,1). (47)

A Fig. 12 ilustra os versores 1, j € Kk, e nos ajuda a enxergar a igualdade (46) geometricamente.

Z Z
VZ __________
kA . : V vk
L g L Yy i A
----------- 1 x1 RRREEESU
a b
’ (a) g (b)

Figura 12: (a) Versores i, j e kK no sistema de coordenadas xyz. (b) Vetores v,i, v,j e v,k esbocados em
sequéncia - o que nos ajuda a enxergar a igualdade (46) geometricamente.

Perceba que mudando o sistema de coordenadas - digamos, de xyz para x’y'7’, como na Fig.8 -,
muda a base candnica - no caso, de {i,j,k} para {i’,j, k'}.

[T a2l

Sobre notagdo: vocé deve ter percebido que nao usamos o nos versores i, j e k. Trata-se da
notagdo padrao, quando fazemos uso do negrito. Mas nada impede de escrevermos i, j € k (com
ou sem negrito). E também podemos denotar esses trés versores respectivamente por X, y € Z

(neste caso, o uso do “"” é obrigatério, mesmo em negrito). Trata-se de uma notagio também
muito usada.

18Que i, j e k sdo versores, € evidente, ndo é?
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As operagdes de adi¢do de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar podem ser realizadas de
forma igualmente simples com o uso da base {i,j,k}. A partir da igualdade (40), obtemos:

u=ud+ujtuk e v=vi+vjt+v,k = ut+v=(u+v)i+ (uy+vy)j+ (u;+v;)k.
(48)

E a partir da igualdade (43), obtemos:

Aescalar e v=v,i+v,j+v.k = Av=(hvy)i+ (Avy)j+ (Av) k= Avyei+Avyj+Av k.
(49)

Atividade 4-17: Calcule 3u+2v, sendou=15i+2j—3kev=i—j+2k.
Atividade 4-18: Refaca a Atividade 4-13, mas desta vez expressando os vetores na base {i,j,Kk}.

Atividade 4-19: Expressando os vetores u e v na base {i,j,k}, obtenha uma expressdo para
u—v.

Atividade 4-20: Expressando um vetor nio nulo u na base {i, j,k}, mostre que

Uy Uy Uz

i+ j+
\Jurtus+u o Jud g+l \/uz +ud+u2

Em seguida, obtenha @i para u =i+ j+ k. Por fim, obtenha v para v=1i+j. (Vocé encontrara
esses resultados - embora em uma notacao diferente - quando estudar mecanica quantica. Em
particular, serd util lembrar dos fatores 1/ V3el / \/§ que obtera realizando esta atividade.)

k.

u=

4.2.3 Produto escalar

Definimos o produto escalar u - v (Ilemos “u escalar v’) entre dois vetores u € v como

u-v = |u||v|cos® =uvcos0, (50)

em que 6 é o angulo entre u e v. A Fig. 13 nos mostra um exemplo.

v

\Y

Figura 13: Angulo 0 entre dois vetores u e v. Com |u| = 4,
4-6-cos(m/4) =24-/2/2 =12/2.

v|=6¢ 0 =m/4, obtemos: u-v =

Como vocé deve saber, o produto escalar € muito usado na fisica - mesmo em livros do ensino
médio. Acreditamos que para estudantes de fisica, a melhor forma de se familiarizar com o
produto escalar € trabalhando com ele na propria fisica: por exemplo, calculando o trabalho W
de uma forca constante F ao longo de um deslocamento vetorial D, definido como W =F-D =
FDcos0. Exemplos e exercicios (que muitos livros do ensino médio trazem em abundancia)
sdo fundamentais para que os estudantes ganhem intimidade com esse tipo de produto. Por
exemplo, os estudantes devem enxergar com facilidade que F-D = FD para® =0, F-D = 0 para
0=mn/2eF-D=—FD para®=m. Além disso, temos F-D > 0para0 <0 <n/2eF-D<0
para /2 < 6 < 1. Neste texto, praticamente ndo exploraremos aplica¢des do produto escalar
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na fisica, mas sim sua fundamenta¢do matemaética. (Faremos o mesmo em relacdo ao produto
vetorial, que estudaremos na préxima secao.)

Atividade 4-21: Sejam u, v e w vetores, e ¢ um escalar. Demonstre as trés primeiras das quatro
propriedades abaixo. (A quarta, demonstraremos aqui no texto, logo apds a Atividade 4-22.)
2

Dv-v=v
2) u-v = v-u (comutatividade)
3)(cu)-v=c(u-v)=u-(cv)
4)u-(v+w)=u-v+u-w(distributividade)
Perceba que, devido a propriedade 3, podemos escrever, simplesmente: cu - v. Observe que nao
se trata da associatividade do produto escalar. Na verdade, o produto escalar € ndo associativo;
ou seja, ndo temos (u-v)-w =u-(v-w), pois o produto escalar s estd definido entre vetores, e
u-v, bem como v-w, sdo escalares. Mas a propriedade 3 envolve um certo tipo de associatividade,
combinando multiplicagdo por escalar e produto escalar.

Atividade 4-22: Mostre, observando a Fig. 14, que i-v = v,, e, analogamente, j-v =v, e
k-v=v,.

(]
1
A |
1
1
1
1

Y

i Vx eixo x
Figura 14: Atividade 4-22.

Muito bem, para demonstrarmos a propriedade 4 apresentada na Atividade 4-21, vamos comegar
reescrevendo:
u- (v4+w)=(ult) - (v+w)=u(l-(v+w))=u(i-s), (51)

com s = vV-+w. Agora, sem perda de generalidade, podemos escolher um sistema de coordenadas
cartesianas xyz tal que @ = i. Convenga-se disto. E com isto temos (veja a Atividade 4-22):

a-s=i-s=s;,=v+w,=1i-v+i-w. (52)
Substituindo (52) em (51), obtemos:
u- (v+w)=u(i-v+i-w)=ui-vtui-w=u-v+u-w,
o que conclui a demonstragao.

Atividade 4-23: Mostre que u- (vi +Vva+++-+Vy) =u-vy+u-va+---+u-vy. Ou seja, mostre
que a propriedade 4 apresentada na Atividade 4-21 se estende a um numero finito qualquer de
termos. (Dica: comece escrevendo: u- (vi+va+---+vy) =u-[vi+ (V2 +---+Vy)].)

Atividade 4-24: Mostre que (ug+up+---+up) - v=uy-v+uy-v+---+uy-v. (Dica: faca
uso da propriedade apresentada na Atividade 4-23, combinada com a propriedade 2 da Atividade

4-21.)

Atividade 4-25: Mostre que

WV = UyVy + UyVy + UV, (53)
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Trata-se de uma expressdo extremamente importante para u-v. (Dica: expresse u como u, i+
uyj+ukevcomovii+vyj+vk)

Atividade 4-26: Calcule o produto escalaru-v,comu=3i+2j—kev=2i—3j+2k. Em
seguida, calcule o angulo 0 formado por estes dois vetores. (Dica: na parte final de sua resolucao,
faca uso de uma calculadora para obter 0 a partir de cos0.)

Atividade 4-27: Calculando v - v, mostre que o médulo do vetor esbo¢ado na Fig. 7a pode ser
eXpresso como v = 4 /vZ + v% +v2. (Compare com a Atividade 4-5.)

Atividade 4-28: Seja w o vetor soma u+v ilustrado na Fig.9. Calculando w-w = (u+v) - (u+v),
obtenha w = v/u? 412 + 2uvcos 0. (Compare com a Atividade 4-10.)

Atividade 4-29: Seja o vetor w = u — v ilustrado na Fig. 15. Calculando w-w = (u—v) - (u—v),
obtenha w = \/ u? +v2 —2uvcos . (Trata-se de uma forma bastante pratica de obter a chamada
lei dos cossenos.)

X

Figura 15: Atividade 4-29.

Atividade 4-30: Considere um cubo e duas diagonais de faces adjacentes, tendo essas diagonais
um ponto em comum. Calcule o angulo 6 formado por essas duas diagonais.
4.2.4 Produto vetorial

Definimos o produto vetorial u x v (lemos “u vetor v”’) entre dois vetores nao nulos e nao
paralelos u e v como

u X v = i|u||v|sen® = fiuvsend, (54)

em que 6 € o angulo entre u e v, e fi € um dos dois versores perpendiculares ao plano que contém
u e v - aquele obtido pela chamada regra da mdo direita: com a mao direita aberta, se o polegar
aponta para fi, entdo ao fechar a mao os demais dedos giram no sentido de u para v (considerando
o menor caminho entre eles). A Fig. 16 nos mostra um exemplo. Se um dos vetores u e v € nulo,
ou se eles sdo paralelos (ou seja, se 6 = 0), entdo, pela definicdo, u x v =10, em que 0 é o vetor
nulo.!® Perceba que isto é totalmente consistente com o que esperamos a partir da igualdade
(54).

19E muito comum os fisicos escreverem (quando é o caso) u x v=0, em vez de u x v = 0. Trata-se de um abuso
de notacdo, é verdade, mas eles sabem que o vetor nulo 0 é um objeto bem diferente do nimero real 0, e, portanto,
mesmo quando escrevem u x v = 0, sabem que este “0” € o vetor nulo, ndo o nimero real zero.
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uxy

v

u

Figura 16: Exemplo de produto vetorial. Com |u| =6, |[v| =4 ¢ 6 = 1t/6, obtemos: uxv =06-4-
sen(m/6) i = 121

Assim como o produto escalar, o produto vetorial € muito usado na fisica - mesmo em livros
do ensino médio (por exemplo, no célculo da for¢ca magnética Fy, sobre uma particula de carga
elétrica ¢, movendo-se com velocidade v na presenga de um campo magnético B: Fp, = gv X B).

H4 uma interpretacdo geométrica muito util para o produto vetorial (e que se constitui, ime-
diatamente, como uma aplicacdo geométrica do mesmo). De inicio, vamos considerar que os
vetores u e v t€m dimensao de comprimento. Neste caso, 0 médulo de u x v € igual a area do
paralelogramo ilustrado na Fig. 17a (ignore o “N” acima do sinal de igualdade, por enquanto),
determinado pelos vetores u e v, pois para esse paralelogramo temos:

Aparalelogramo = base x altura = u(vsen®) = uvsend = [u x v|.

Agora, se esses dois vetores nao tém dimensao de comprimento, #v senf nao nos da, realmente,
uma area. Mas podemos interpretar essa quantidade como uma area: s6 devemos tomar o
cuidado de dizer que |u X v| é numericamente igual a area do paralelogramo ilustrado na Fig. 17a,
determinado pelos vetores u e v, e escrevemos:

N
Aparalelogramo = luxv|. (55)

O simbolo “=" em (55), significando “¢ numericamente igual a”, indica que a igualdade se dd
no nimero obtido, ndo necessariamente na unidade que o acompanha. (Alias, é assim, quase
sempre, que interpretamos uma integral definida [ : f(x)dx como uma drea, pois, em geral, f(x)
e dx ndo tém dimensao de comprimento.)

v v
0 > >
u u u
AZ [uxv| A§1|u><v| A§1|u><v|
2 2
(a) (b) (©

Figura 17: Relacdes numéricas entre 0 médulo de um produto vetorial e dreas de paralelogramos e
tridngulos correspondentes.

E interessante, e 1util, observar que os vetores u e v também determinam triangulos, como
ilustram as Figs.17b e 17c. E como a drea de cada um desses tridngulos € metade da drea do
paralelogramo correspondente, temos:

v 1
Atriangulo = E‘u X v|. (56)
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Faremos uso desses resultados na Atividade 4-37 e no tépico final da subsecdo 4.3.2: Aplicacdo
a fisica: a segunda lei de Kepler como consequéncia imediata da conservagcdo do momento
angular de uma particula sujeita a uma forca resultante central.

Atividade 4-31: Sejam u, v e w vetores, e ¢ um escalar. Demonstre as duas primeiras das quatro
propriedades abaixo. (A terceira e a quarta, demonstraremos aqui no texto, logo apos a Atividade
4-33.)

1) u X v = —v x u (anticomutatividade)

2) (cu)xv=c(uxv)=ux(cv)

3) u x (v+w) =ux v+ux w (distributividade)
4) (u+Vv) X W =u x W+ Vv X W (distributividade)

Perceba que, devido a propriedade 2 (que ndo € a associatividade do produto vetorial - veja a
Atividade 4-38), podemos escrever, simplesmente: cu X v.

Atividade 4-32: Mostre que i x j =k, jxk =1, e k xi=j. (Dica: veja a Fig.12a.) Em
seguida, calcule i X K, j x i, e k X j. A propdsito, o sistema de coordenadas xyz tem a orientacao
apresentada na Fig. 12a - com o eixo z apontando “para cima”, em vez de “para baixo” - por
uma escolha mais ou menos arbitraria. Mas uma vez realizada essa escolha - e a apresentada na
Fig. 12a € a escolha padrdo -, ela deve ser mantida, para que nao haja ambiguidade quanto a um
produto vetorial como i X j (que, na orientagdo padrao do sistema xyz, € igual a k, ndo —k).

Atividade 4-33: Mostre que se o vetor v pertence ao plano xy (veja a Fig. 18), entdo i X v = v, k.
Considere os casos vy >0, vy, <0e vy, =0.

eixXo y

eixo x
Figura 18: Atividade 4-33.

Muito bem, para demonstrarmos a propriedade 3 apresentada na Atividade 4-31, vamos comegar
reescrevendo:

ux (v+w)=(ult) x (v+w)=u(ix(v+w)) =u(li xs), (57)

com s = vV-+w. Agora, sem perda de generalidade, podemos escolher um sistema de coordenadas
cartesianas xyz tal que @t =i e o vetor s pertence ao plano xy. Convenga-se disto. E com isto
temos (veja a Atividade 4-33):

ixs=ixs=s,k=(vy+w)k=vk+wk=ixv+ixw. (58)
Substituindo (58) em (57), obtemos:
ux (v+w)=u(ixv+ixw)=uixvtuixw=uxv+uxw,

0 que conclui a demonstragao.

A demonstracdo da propriedade 4 apresentada na Atividade 4-31 €, agora, imediata:

(U4 V) XW=—[WX (0+V)]|=—[WXU+WXV|=—-WXU—WXV=UXW+VXW.
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Atividade 4-34: Mostre que u X (Vi +Va+---+Vp) =uX Vi +u X vy +---+u X vy. Ou seja,
mostre que a propriedade 3 apresentada na Atividade 4-31 se estende a um nimero finito qualquer
de termos. (Dica: comece escrevendo: u X (vi+Va—+---+Vy) =u X [vi+ (V2 +---+vy)]|.)

Atividade 4-35: Mostre que (u; +up+ -+ +Up) X V=uy X V+Uy X V+--- 41Uy X V.
Atividade 4-36: Mostre que
U X V= (uyv; — uzvy)i+ (uzve — uevy)j + (uxvy —upve)K.

Trata-se de uma expressdo extremamente importante para u X v. (Dica: expresse u como
uyi+uyj+uk e vcomo vii+vyj+v,k) Uma forma de lembrar da expressdo acima €
reescrevendo-a como um ‘“‘determinante”:

i j Kk
R (59)
VX Vy VZ

Atividade 4-37: a) Calcule u X v, com u = (2,2,0), v = (0,0,3).

b) Calcule u x v, comu = (0,2,-2), v=(—1,-2,2).

¢) Calcule a drea do paralelogramo determinado pelos vetores u = (4,0,0) e v = (3,4,0).

d) Calcule a area do tridingulo, no plano xy, determinado pelos pontos (1,1), (3,2) e (4,0). (Dica:
esboce esse triangulo no plano xy, mas faca uso do produto vetorial, em seu calculo - afinal, esta
¢ a ideia, aqui.)

e) Mostre que a area do tridingulo, no plano xy, determinado pelos pontos (x4,y4), (xB,VB) €
(xc,yc) pode ser expressa como

1
§|xA()7B —yc) +xg(ye —ya) +xc(ya —yB)|-

(E claro, ndo ha nenhuma necessidade de memorizarmos esta férmula geral. A ideia aqui é que
voce possa treinar este tipo de desenvolvimento. Mas ndo deixa de ser interessante observar
que hd uma simetria na férmula acima: em cada termo temos a sequéncia “ABC” no ‘“sentido
anti-horario”. Perceba que também podemos ter a sequéncia “ABC” no “sentido horario”, pois o
valor final ndo se altera ao multiplicarmos cada expressao entre parénteses por -1.)

4.2.5 Produtos triplos

Atividade 4-38: (uxv) xw =ux (vxw)? Ou seja, o produto vetorial é associativo? Se
sim, prove, considerando trés vetores u, v e w quaisquer. Se nao, apresente um contraexemplo
(o mais simples que vocé puder encontrar). (Dica: é melhor comecar tentando encontrar um
contraexemplo, concorda?)20

Atividade 4-39: Prove que:
Dju-(vxw)=w-(uxv)=v-(wxu)|(visualize “a fila andando no sentido anti-horario”)

20Um contraexemplo é um exemplo que refuta uma declaracio que pretende ser universal. Por exemplo, para
provar que a afirmativa “a®> — b%, com a e b reais, é sempre um niimero positivo” é falsa, basta calcular a> — b*> com
a=0eb=1,oumesmocoma=0eb=0.
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2)|ax (bxc)=Db(a-c)—c(a-b)|(Estaidentidade é conhecida como “regra bac-cab”; por isso
optamos aqui pelos vetores a, b e ¢, em vez dos usuais u, v e w.)

A A
0

Atividade 4-40: Calcule, com e sem o uso da regra bac-cab, 1 x (J x1).

Atividade 4-41: Obtenha uma expressao para (a x b) x c.

4.3 Calculo diferencial e integral com vetores
4.3.1 Vetor como funcao de um escalar

Iniciaremos considerando um vetor v que € fun¢do de um escalar t. Podemos pensar, por
exemplo, na velocidade v de uma particula, em fun¢do do tempo ¢. Mas ndo vamos nos prender
a este exemplo, certo? Vamos nos beneficiar de um desenvolvimento mais geral, que podera ser
aplicado a qualquer vetor que seja fungdo de um escalar.

A derivada de v(z)

De forma anéloga a defini¢do da derivada de uma funcdo f(x), definimos a derivada de v(z)

como ( A) ()
t+At)—v(t
() = lim - )

Vi) = lim ——4

Usando a notacdo de Leibniz - a preferida da maioria dos fisicos -, podemos reescrever:

dv _ lim V(Z+At)—v(t)7
dt A—0 At

(60)

sendo dv a varia¢do (infinitesimal) de v entre os instantes ¢ e ¢ + dr.

Vejamos um exemplo. Se v(¢) = 3i— 5¢j, entdo

v lim v(r+Ar) —v(r) R [(3i—5(t +Ar)j] — [3i—5tj]
dr Ar—=0 At At—0 At
545 — SAfT — .
i SIS AT,
Ar—0 At

Este exemplo tem seu valor didético, mas, na pratica, ndo € assim que calculamos a derivada
de v(¢) - da mesma forma que ndo calculamos, na pritica, a derivada de uma funcio f(x)
diretamente de sua definicao.

Suponha que temos uma expressdo para v(¢) na base candnica de um sistema de coordenadas
xyz:
V(1) = vx(t)i+vy(1)j+va(1) K,
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em que vy(), vy(t) e v;(¢) sdo fungdes conhecidas e bem comportadas. Temos:

dv. i v(t+Ar) —v(1)
Ao At
— lim u(t +AL) i+ vy (t 4+ A1) j+v (¢ + At K] — [ve(t) i+ vy (2)j + v (1) K]
At—0 At
gy D AD) T By A1) — vy ()] (£ A7) — v
At—0 At
oot AR — i (2) . . (A —vy(1) . . v (t+Ar) — v, (1)
- (Alzlglo At )l+(AltlE>lO ; At : )‘H—(Alzlglo At )k

dv dv, dv dv

t)= t i 1t i t k = 2 —y i _Z
Vi) = v it (O)j vk = = Fi+ i+
Entdo se um vetor v(¢) é expresso na base candnica {i,j,k} (ou em qualquer outra base cujos

elementos sdo constantes), obtemos dv/dr derivando as componentes de v naquela base.

(61)

Voltando ao exemplo acima, obtemos, de forma direta:

v(t)=3i—-5tj = -5j.

E:

Atividade 4-42: Calcule a derivada do seguinte vetor: v(¢) = 231 —4j+ 5t°k.

O resultado expresso em (61) pode ser obtido de forma mais direta e intuitiva (embora menos
rigorosa). Primeiro, perceba que

v=wi+nj+v.k = Av=(Av,)i+ (Av))j+ (Av,)k.
Dai, considerando variagdes infinitesimais, temos:
v=vi+vj+v.k = dv=(dvy)i+ (dvy)j+ (dv;)k.

Por fim, dividindo ambos os membros desta ultima igualdade por df - sendo este o intervalo de

tempo em que se ddo aquelas variacdes infinitesimais - obtemos:>!

Qv _dv dy v
a dr A
2H4 sempre um certo grau de informalidade quando trabalhamos com a ideia de uma quantidade infinitesimal
(“infinitamente pequena’), e por isso os matemadticos em geral a evitam. Mas os fisicos ndo, porque se trata de
algo muito intuitivo, e em geral gostamos disso. Contudo, por exemplo, sabemos que, tecnicamente, a razdo dv/d¢
¢ o limite da razao Av/At, quando Ar tende a 0. Entdo, de certo modo, tentamos ficar com o melhor dos dois
mundos: apreciamos o rigor matematico, mas nos beneficiamos de uma abordagem mais intuitiva, que nos ajuda
a expressar nossas ideias fisicas de forma mais espontanea, natural. Agora, quando se trata de fornecer provas
rigorosas de teoremas, a maioria de nds, fisicos, confia esse trabalho aqueles que tém maior competéncia para tal:
0s matematicos.
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Regras basicas para o calculo de derivadas

Apresentaremos e demonstraremos, a seguir, algumas regras basicas para o cdlculo de derivadas
de vetores que sdo funcdes de um escalar #. Nas demonstracdes, nao faremos uso de um sistema
de coordenadas especifico.

Vamos comegar com a regra da soma:

v(t) = u() +wi) = =9, IV

— 62
dr dr dr 62)

Trata-se de um resultado bastante intuitivo, pois se v=u+ w, entdo Av = Au+ Aw, e, na “versao
infinitesimal”, dv = du 4+ dw . Dai, dividindo ambos os membros desta ultima igualdade por dr -
sendo este o intervalo de tempo em que se ddo aquelas varia¢des infinitesimais - obtemos:

dv  du n dw

dt dr = dr’
Alternativamente, partindo da defini¢do da derivada de v(z) em (60) obtemos, com v(t) =
u(r) +w(r):

g _ Im v(t+A) —v(t) lim u(t+At) +w(t+At)] — [u(r) +w(z)]
dt a0 At A0 At
—  lm u(t+Ar) —u(r) n w(t+Ar)—w(t)
At—0 At At
— m u(t+Ar) —u(r) + lim w(t+At)—w(t) du dw

Al—0 At Ai—0 At Todr | dr

Atividade 4-43: Mostre que a regra da soma, acima, se estende de dois para n vetores. Ou seja,
mostre que

dv  dvy dwvy dvy
) = t t t T Y A
V() = vit) +var) £ A valt) = o a T a T a
(Dica: veja, em nosso texto anterior (Silva & Peixoto 2020), como realizamos a extensao da
regra da soma - para a derivada de f(x) = g(x) + h(x) - de duas para n fung¢des. Ou, se preferir,
use o principio da inducdo finita (PIF) - reveja a Atividade 3-10.)

Agora, passemos a regra da homogeneidade:

d d
v(t) =AMu(r) (em que A é um escalar constante) — v\

. 63
de dt (63)

Também se trata de um resultado bastante intuitivo, pois se v = Au (A constante), entdo Av =
A(M1) = AAu, e, na “versio infinitesimal”, dv = Adu.?> Dai, dividindo ambos os membros
desta ultima igualdade por df - sendo este o intervalo de tempo em que se dao aquelas variacdes

infinitesimais - obtemos:
dv du

dr e

22Se nio estd claro para vocé que, com A constante, A(Au) = AAu, observe: A(Au) = Auy —Auy = A(uy —uy) =
AAu.
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Atividade 4-44: Partindo da defini¢do da derivada de v(z) em (60), obtenha o resultado expresso
em (63).

H4 trés regras de produtos:>>

dv dA du
v(t) = A(t)u(r) e EH-HLE ; (64)
M) =u() wir) = D=y Y (65)
—Ww adr vV
v(t) =u(t) xw(t) = i—::i—?xw-l—ux(:l—‘;v. (66)

Vamos demonstrar juntos a primeira e a ultima. A segunda ficard para vocé, como a Atividade
4-45.

Partindo da defini¢éo da derivada de v(¢) em (60) obtemos, com v(z) = A(f)u(z):
dv. . v(@t+Ar)—v(r)

- o MeANu(t+Ar) —At)u(r)
ar = A, At = A, At '

O préximo passo consiste em usarmos 0 mesmo truque que apresentamos em nosso texto anterior
(Silva & Peixoto 2020), na demonstragio da regra do produto de duas fungdes g(x) e h(x)
(confira 1a):

0
dv _ M+ ADu( o+ A A (nu( + A+ An)u( +An) —A(n)u()
dr a0 At '
Verifique que, com isso, obtemos:
dv . [ M+ Ar) —A(2) u(t+At) —u(r)
— =1 A
dr AtlinO At u(t +47) + (1) At
di du
= Eu + 7\45,

o que conclui a demonstracio do resultado expresso em (64).%*

Agora, com v(t) = u(r) x w(t), partindo da defini¢ao da derivada de v(7) em (60) obtemos:

dv lim v(t+At) —v(1) lim u(t+Ar) xw(t+At) — u(t) x w(t)
— =11 = 11 .
dt A—0 At At—0 At

O préximo passo consiste em usarmos 0 mesmo truque:
0
dv Ut +Ar) x Wt 4+ Ar) —u(t) x w(t +Ar) +u(t) x w(r +Ar) —u(t) x w(t)
dt a0 At '

230u, podemos dizer, trata-se de uma mesma regra, que se aplica aos trés tipos de produto acima. Perceba que a
regra da homogeneidade pode ser vista como um caso particular do resultado em (64): quando A é constante.
24Perceba que na tltima expressdo, acima, u = u(t), pois lima, o u(z +Ar) = u(t).
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Verifique que, com isso, obtemos:

dv . [u(t+Ar)—u(r) w(t+Ar)—w(r)
— =1 A
dr Azlino At XW(r+An)+u(r) x At

= du X W+ X w

o dr dr”’

o que conclui a demonstragao do resultado expresso em (66).

Atividade 4-45: Partindo da defini¢do da derivada de A(¢), obtenha o resultado expresso em
(65).

Atividade 4-46: Sejal =u-w,comu=u(t) =3r?i—4tj+2k, ew=w(t) =2ti+5j+ k.
Calcule, inicialmente com, e depois sem o uso da regra do produto, a derivada de A(7). E claro,
os resultados sdo iguais.

Um caso particular importante, e um subcaso igualmente importante

Agora, vamos explorar um caso particular bastante importante do resultado apresentado em (64):
quando u(z) =1(z).

Em primeiro lugar, observe que a demonstracdo apresentada acima para (64) em nada muda ao
trocarmos u(¢) por @(¢). Temos, entdo:

dv  dA da

Podemos, de imediato, melhorar a notagio, reescrevendo v(¢) = A(¢)ii(t) como v(t) = v, (¢)ti(¢).>
Vamos, entdo, reescrever (67) como:

dv dv,, da
— E_EH—H}ME' (68)

O que merece nossa atengdo, nesta ultima expressio, € que, sendo @ um versor, ele s6 pode
mudar em dire¢do, ndo em médulo. Entdo dit € um vetor (de médulo infinitesimal) perpendicular
a i, como ilustra a Fig. 19.

da

Figura 19: Ilustragdo de que dii - a variacdo de i entre os instantes ¢ e ¢ 4+ df - € um vetor perpendicular a
0. Nao poderia ser diferente, ja que o médulo de i é fixo (e igual a 1).

23Sabemos: trabalhando com a base candnica de um sistema de coordenadas xyz, escrevemos: v = v+ v+ vk,
ou, equivalentemente, v = v, X +v,§ +v,Z. Se vy =0 e v; =0, mas v, # 0, temos v = v,X, e, neste caso, v tem a

(T3]

mesma direcdo de X - embora sentido oposto, se vy < 0. Agora, troque “x” ou “u”, e temos a igualdade v = v, 1.
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Perceba que i e dii determinam um plano. Sem perda de generalidade, podemos escolher um
sistema de coordenadas xyz em que o plano determinado por @ e dd, entre os instantes 7 e ¢ + dt,
é o plano xy,?% estando 1 e dii no primeiro quadrante, e da forma como ilustra a Fig.20a - ou
seja, sendo positiva a variacdo d6, entre 7 e ¢ + dz, no angulo 6 que o versor @ faz com o eixo x.
A Fig.20a também mostra o versor fi que tem a dire¢@o e o sentido de dii. “n” de “normal” - ou
seja, perpendicular (a @). Portanto, di = |di|fi, e entdo

da |da|,

— "5 6

dr dr n (69)
.\‘

da ds

a(r+dr)

=
~~
-~
N—
=>
~
-~
SN—

(a) (b)

Figura 20: (a) Sistema de coordenadas xyz em que @ e dii estdo no primeiro quadrante do plano xy, e de
forma que € positiva a variacdo d6, entre ¢ e ¢t + df, no angulo 6 que o versor @i faz com o eixo x. fi é o
versor que tem a dire¢@o e o sentido de dii. (b) Arco desenhado pela ponta do versor i entre os instantes ¢
e t+dr. O sistema xyz translada junto com o versor @ (quando este translada), entre ¢ e ¢ 4+ d¢, de modo
que a origem de @ se mantém coincidindo com a origem do sistema de coordenadas no intervalo de tempo
dr.

O préximo passo é obtermos uma expressao para |dé|. A Fig.20b ilustra o arco desenhado pela
ponta do versor @ entre os instantes ¢ e t +dt. Sendo ds o comprimento desse arco, obtemos dO
dividindo ds pelo raio correspondente, que é o médulo de @i, que é igual a 1. Ou seja,?’
ds
]
Mas como ds é o comprimento de um arco infinitesimal (que, alids, ndo teriamos como desenhar

- ou seja, a Fig.20b € apenas ilustrativa), esse arco se confunde com um segmento de reta, e,
portanto, podemos escrever (compare as Figs.20 ae b):

|dii| = ds.

do ds.

Combinando as igualdades acima, obtemos

|dd| = deé. (70)
Substituindo (70) em (69), obtemos:

da do

— = —1n. 71

A" D

26Nio significa que os versores @ e dii continuardo contidos no plano xy, com o passar do tempo; s6 0 que nos
interessa, aqui, € analisar o que ocorre entre os os instantes ¢ e ¢ + dt.

g claro, d6 estd expresso, aqui, em “radianos”. No caso de uma volta completa, em uma circunferéncia de raio
R e comprimento C, temos: 6 = C/R = 2nR/R = 2x. Note que escrevemos “0 = 21", ndo “0 = 2w radianos”. Ao
dividirmos um comprimento por outro, obtemos um nimero puro; trata-se de uma grandeza adimensional. Assim,
estd errado escrever “0 = 27 radianos”, “0 = /6 radianos”, etc. Na melhor das hipéteses, usar aqui a palavra
“radianos” seria apenas um lembrete da forma como os dngulos estdo sendo medidos. Mas isso nio é realmente
necessdrio. Recomendamos que vocé simplesmente escreva, por exemplo, “0 = 1/6”.
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O que a igualdade (71) nos diz é que a taxa de variagdo do versor Q(t) é igual a taxa com que
muda sua direcdo (medida por um angulo 6, como ilustra a Fig.20a), multiplicada pelo versor fi
que tem a dire¢do e o sentido de dl (como ilustra a Fig.20a).

Substituindo em (68) a expressdo obtida em (71) para di/dr, obtemos: 8

dv  dvy, de
=Vy 0 — = u—A . 2
v(t) = v, (t)a(t) = %= d a+v 3 (72)

O resultado apresentado em (72), que € o caso particular importante do resultado apresentado em
(64) (quando u(r) = @(z)), nos leva a outro caso ainda mais particular (e igualmente importante,
do ponto de vista de aplicago a fisica): quando @i(¢) = ¥(¢), e entdo v, (t) = v(¢). E claro, nunca
temos v(z) < 0. Temos, entdo:

N dv  dv, do ,
v(t) =v(H)V(t) = Fri Ev—kvan. (73)

E claro, a igualdade (71), com o comentario logo apés ela, e a Fig.20 permanecem validos -
apenas trocando-se @(z) por ¥(z).

E interessante guardarmos no bolso as “versoes diferenciais” das igualdades em (71), (72) e (73)
envolvendo derivadas, que obtemos multiplicando ambos os membros de cada igualdade por dt:

dit = (dO)A, (74)
v=v,6 = dv=(dv,)a+ (v,dO)n, (75)
v=v¥ = dv=(dv)¥+ (vdo)i. (76)

Analisemos, por exemplo, esta ultima igualdade. Ela nos diz que se o mddulo de v sofre
uma variacdo dv (que pode ser negativa, vale lembrar) e o versor V sofre uma rotacdo d6
tal que dV tem a direcdo e o sentido do versor fi, entdo a variagdo correspondente em v é
dv = (dv)V+ (vdO) f. Perceba que a varidvel 7 (tempo, usualmente) nem precisa ser considerada;
podemos estar fazendo uma andlise puramente geométrica de como o vetor v varia quando
mudamos infinitesimalmente seu médulo e sua direcdo (e faremos isso mais adiante, no tépico
“campos vetoriais conservativos”).

Aplicacao a fisica: aceleracao tangencial e aceleracao normal (ou centripeta)

Faremos, a seguir, uma aplicacdo a fisica do resultado apresentado em (73): consideraremos que
v(t) é a velocidade de uma particula em fungao do tempo 7.

A Fig.21 ilustra a trajetéria de uma particula, e suas posi¢cdes nos instantes ¢ e t + df. Estdo
indicados, na figura, os vetores velocidade nesses instantes. Podemos conceber o vetor v(t)

28Voceé sabe (veja a segdo 2.6): se t é tempo - como quase sempre &, na fisica -, podemos denotar dO/dt por 6
(lemos “teta ponto”). Em geral, se y = y(¢), sendo ¢ tempo, podemos denotar dy/dt por y (lemos “y ponto”), e
d?y/dr? por j (lemos “y dois pontos™).
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como aquele que tem a direcdo e o sentido do movimento da particula entre ¢ e t 4+ d¢, e cujo
modulo expressa a “rapidez” com que a particula se move, no instante ¢. Por exemplo, se
v(t = 2s) =3m/s, isto significa que se o vetor v se mantiver constante no préximo segundo - a
contar do instante t = 2s - a particula terd percorrido, em 1 segundo, 3 metros.

Um pouco de atengdo revela que o vetor v(¢) é sempre tangente a trajetéria da particula. Nao
poderia ser de outro modo - veja se vocé concorda.?’

A Fig.21 ilustra também o versor fi nos instantes 7 e ¢ + dr (embora nao tenhamos incluido
“f(t +dr)” na figura). ii(¢) e fi(r + dr) apontam para um ponto O que, junto com estes versores
e a propria trajetoria da particula (entre ¢ e  + df), determinam o raio R de uma circunferéncia
(que, em geral, ndo existe fisicamente). fi(¢) e fi(z + d¢) determinam também um angulo do -
que, por sua vez (perceba) corresponde a variacao angular do vetor v (e, portanto, de V) entre
t et +dr (afinal, v(¢) e fi(¢) sdo sempre perpendiculares entre si). Logo, o d® que aparece na
Fig.21 corresponde ao dO no resultado em (73). Certifique-se de ter entendido bem isto. Entdo,
considerando o dO® que aparece na Fig.21, e sendo ds o comprimento (infinitesimal) do arco
correspondente, sobre a trajetéria da particula, obtemos:

d® ds/R 1lds v
= - _ = _, 77
dr dr Rdt R 77
Substituindo (77) em (73) obtemos:
dv d 2
Ve Ta (78)

dr  dt R

Ora, como a derivada da velocidade € a aceleragc@o (por definicao), podemos reescrever (78)
como

a=a;V+a,n, (79)

em que

dv V2
4= € dn=p (80)

Os vetores a;V € a,n sdo chamados, respectivamente, de aceleragdo tangencial (por iSso escre-
t n ¢ 8

vemos “a;”, em vez de “a,”) e aceleracdo normal (ou aceleragcdo centripeta - e, neste caso,

costumamos escrever “ac,”, em vez de “a,”). Um belo resultado, ndo acha?

O termo “aceleracdo tangencial” é usado porque o vetor @,V € tangente a trajetdria da particula,
no instante considerado. Como v é o médulo de v, e a; = dv/dt, temos a; > 0 quando a particula
estd ficando mais rapida, a; < 0 quando a particula estd ficando mais lenta, e a; = 0 se a rapidez
da particula ndo estd mudando.

O termo “aceleracdo centripeta” é usado porque o vetor a,fi, ou a.,h, aponta para o centro de
uma circunferéncia, como a ilustrada na Fig.21. A expressdo para acp, v? /R, nos diz que o
modulo da aceleragdo centripeta ¢ maior em uma “curva fechada” (menor R) que em uma “curva
suave” (maior R), e cresce rapidamente com a velocidade da particula.

D4 pra desenvolver bastante a intuicdo fisica, aqui. Explore isso em algum livro de fisica.

2Também d4 pra chegar a esta conclusdo pensando o vetor velocidade como a derivada do “vetor posicdo”. Mas
¢ que tal vetor serd tratado em outro tépico desta mesma subse¢do; entdo ndo queremos considera-lo, por enquanto.
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trajetoria

v(t +dt) i /

Figura 21: Trajetéria de uma particula, com destaque para os instantes ¢ e ¢ 4+ d¢. Estdo indicados, para
estes instantes: o vetor velocidade v e o versor fi. ds é o comprimento do arco determinado por fi(¢) e
i(z +dt), pelo ponto O para o qual apontam, e pela prépria trajetéria da particula (entre 7 e £ +drf). A
circunferéncia indicada, de raio R, em geral ndo existe fisicamente.

Atividade 4-47: Seja v(¢) = 3t%i — 413 a velocidade de uma particula em fungdo do tempo, com
¢t em segundos e v em metros por segundo.

a) Calcule a aceleracdo a da particula em fun¢ao do tempo;

b) Obtenha as componentes a; € a, de a no instante t = 1s. (Dica: observe que ¢, =a-Ve

a, =+/a*—a? )

Derivadas de ordem superior

A derivada dv(z)/dr de v(7) também é uma funcao vetorial de ¢; em principio, podemos derivé-la.
E tudo o que aprendemos sobre derivada de um vetor como funcdo de um escalar, é claro, em
principio se aplica as derivadas de ordens superiores (bastando apenas que as funcdes obtidas, a
cada derivagio, sejam bem comportadas nos pontos onde estdo sendo calculadas as derivadas).*’

Na notagdo de Leibniz, derivadas de ordem superior, de uma fungao v(z), sdo expressas como:

d?v d3v d*v d'v
de2’ d3’ drt’ T A’ T

Aplicagdes sucessivas do resultado apresentado em (61) nos levam a

] . d'v  dWw,, dw,, d";
V() =ve(t)i+vy(1)j+v () k = - am VT g J+ g

k. (81)

Atividade 4-48: Seja v(¢) = —5¢%i+ 3¢2j. Calcule fodas as derivadas desta fungdo. Ou seja,
calcule dv/d¢,d?v/de?,d3v/de3, ... .

Integrando v(z)dr

No texto anterior (Silva & Peixoto 2020), vimos o conceito de integral definida como uma soma
de infinitos termos infinitesimais. Com essa ideia - informal, mas muito util - em mente, € facil

30Talvez seja interessante vocé reler o tépico “Derivadas de ordem superior” de nosso texto anterior (Silva &
Peixoto 2020).
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compreender o que significa (informalmente) uma integral como

15}

/V(t)dt.

5]

Trata-se de uma “soma” (integral) das quantidades vetoriais infinitesimais v(¢) dz, com ¢ variando
det at.

Todas as propriedades envolvendo adi¢ao de vetores e/ou multiplicagdo de vetor por escalar se
aplicam, naturalmente.

Por exemplo, sendo A um escalar constante (ou seja, independente de ¢), podemos escrever:

15 15
/dwnw:x/wom. (82)
1 n

Aqui estamos, simplesmente, pondo A em evidéncia naquela soma (integral).

Outro exemplo:

15} 15}

/mm+wmm:/ﬁ@m+/wnm (83)

15 I

Aqui, resolvemos “somar” (integrar) separadamente as quantidades u(r)dt e v(¢)ds, com ¢
variando de 7 a t>.

Agora, vamos obter um importante resultado, considerando v(¢) expresso na base candnica
de um sistema de coordenadas xyz, e usando propriedades comuns da adicao de vetores e da
multiplicacdo de vetores por escalares:

v(t) = ve(O) i+ vy () j+ v () k =

15} 15} 15}

/&mmz /m@ﬁ+wmyadwmw=/ﬁmmww&mm+wwmm

%) 15
= /vx(t)dti—l—/vy(t)dtj—i—/vz(t)dtk
131 hn n
15 %) 15

= /vx(t)dt i+ /Vy(l‘)dl‘ i+ /vz(t)dt k.

1 | 1

Vamos destacar este resultado:

15} 15} 15) 15}

/wnm: /w@m;i+ /WOth+ /W@m k. (84)

I I I 1
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Atividade 4-49: Seja v(r) = 2:% — 3r%j +rk. Calcule [ v(r)dr.

Atividade 4-50: Seja f(v) uma fung@o que associa um vetor v a um escalar. Enquanto o cdlculo
de

resulta em um vetor, o calculo de

fornece, claramente, um escalar. Vamos explorar um exemplo nesta atividade. Seja f(v) =

v-v=12 esejav=v(t) =3ti+4tj. Calcule

[ rov)a.

0

Aplicacoes a fisica: topicos de cinematica e dinimica da particula

Vocé sabe: este € um texto de matemadtica para estudantes de fisica, ndo um texto de fisica.
Mesmo assim, ele traz algumas aplicac¢des a fisica (como vocé ja viu). Elas ajudam a firmar
conceitos e a desenvolver nossa capacidade de usar na fisica as ferramentas matematicas aqui
apresentadas. Nao assumimos, contudo, nenhum conhecimento prévio de fisica além do nivel do
ensino médio.

Atividade 4-51: Se vocé resolveu o Exercicio 56 de nosso texto anterior (Silva & Peixoto 2020),
sabe demonstrar o teorema impulso - momento linear (ou impulso - quantidade de movimento)
em uma dimensao. Agora, demonstre 0 mesmo teorema no caso geral em que a particula nao
estd necessariamente restrita a se mover ao longo de uma reta, nem ao longo de um plano:

Itotal = Ap7

em que Iy € 0 impulso total realizado sobre a particula, entre dois instantes | e, e Ap € a
variagdo correspondente em seu momento linear p = mv, sendo m a massa da particula e v sua
velocidade (que, em geral, ndo é constante). O impulso de uma forca F(z), entre dois instantes #|
e, €

n
I= /F(t)dt.
n

Atividade 4-52: a) Justifique a seguinte expressao para a forca média (sobre uma particula)

entre os instantes f| € t2:31

15}
— 1
F[Ihlﬂ = P /F(l‘)dl. (85)
n

31E claro, temos esta mesma expressdo para o valor médio de uma grandeza vetorial qualquer (nfo necessariamente
forca) como funcido de um escalar (nfo necessariamente tempo), em um certo intervalo contido no dominio da
funcdo.

Peixoto, Oliveira & Barros (2023) 98



Um curso basico de matematica para estudantes de graduacio em fisica - Parte I

(Dica: revise o Exercicio 59 de nosso texto anterior (Silva & Peixoto 2020).)

b) Calcule o valor médio de F(¢) = (4 N/s)ti— (20 N)j, no intervalo [0,5s]. Mas antes de
realizar o cdlculo a partir da defini¢do acima, tente obter o resultado simplesmente observando
as fungdes Fy(t) e Fy(r). Escolhemos fungdes particularmente simples para lhe permitir este
exercicio.

Trataremos agora do vetor posigdo (r), e de sua relagdo com os vetores velocidade (v) e
aceleracdo (a).

Escolhido um sistema de coordenadas cartesianas xyz, o vetor posicdo de uma particula em um
certo instante ¢ - usualmente denotado por r ou r(¢) - corresponde a seta que vai da origem do
sistema ao ponto onde esta a particula, naquele instante, como ilustra a Fig.22a. Temos, portanto,

r=xi+yj+zk, (86)

em que x, y € z sdo as coordenadas cartesianas da particula no instante r. Podemos reescrever,
mais explicitamente:

r(t) =x(t)i+y(t)j+z(r)k.

€ixo z
Z .........
r r’
r
S/
= y R
R i eixo y S
eixo x

Figura 22: (a) Vetor posicdo r = xi+yj+ zk. (b) Relagéo entre os vetores posigdo r e r' de uma mesma
particula em dois sistemas de coordenadas S e S’ (com eixos correspondentes paralelos): r=R+r' e
r=r—R.

Vocé lembra que quando definimos vetores dissemos que a localizacdo da seta que representa
o vetor nao importa, mas apenas seu modulo, sua direcdo e seu sentido. Deve estar claro, o
vetor posi¢ao nao possui tal liberdade. Mas tudo bem; trata-se de uma excecdo. Nao poderia ser
diferente, se estamos interessados em localizar a particula no espago. Se transladamos o vetor
posicao, retirando o inicio da seta da origem do sistema de coordenadas xyz escolhido, a ponta
da seta se move para outro lugar, ndo mais coincidindo com o ponto onde se encontra a particula,
no instante considerado. Por outro lado, o vetor posi¢ao € um caso raro de vetor que nao sé
representa uma grandeza fisica, mas € a propria grandeza fisica, concorda? (Revise a discussao
no inicio da subsec¢ao 4.1.)

Quando temos dois sistemas de coordenadas distintos S e S’ (com eixos correspondentes parale-
los),>? usamos vetores posi¢io distintos r e 1/, e podemos relacionar esses dois vetores posicio
com um terceiro: o vetor R apresentado na Fig.22b, que localiza, no sistema S, a origem do
sistema S’. Temos, entio:

r=R+r e r=r—R (vejaaFig.22b). (87)

32Podemos retirar a limitagio de serem paralelos os eixos correspondentes nos sistemas S e S’, mas isso introduz
uma dificuldade geralmente desnecessdria: perdemos as igualdades entre os versores i, j, ke, j/, k', respectivamente,
ou parte delas.
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Definimos o vetor deslocamento infinitesimal dr da particula, entre os instantes ¢ e ¢t 4 dt, como:

dr=r(t+dr) —r(z). (88)

A partir da igualdade (86) obtemos sua expressao em coordenadas cartesianas:

dr = (dx)i+ (dy)j+ (do) K,

(89)

sendo dx, dy e dz as varia¢Oes infinitesimais em x, y € z, respectivamente, entre os instantes €
t+dr.

Com a defini¢do do vetor deslocamento infinitesimal dr de uma particula, entre os instantes ¢ e
t +dt, é imediata a defini¢do de sua velocidade, no instante #:

dr(r) , , dr
v(t) = P ou, mais concisamente, V= T

(90)

Ou seja, informalmente, trata-se da razao entre entre dr e df. Formalmente, a velocidade de
uma particula, em um certo sistema de coordenadas, e em um certo instante, ¢ simplesmente a
derivada de seu vetor posicdo em relacdo ao tempo, naquele instante.

Perceba que se trata de uma generalizacdo para duas ou trés dimensdes do que ja tinhamos
definido, em nosso texto anterior (Silva & Peixoto 2020), para uma dimensao: a velocidade
como a taxa de variagdo da posi¢ao de uma particula, em relagio ao tempo (v = ds/dr). Observe
que no caso particular em que r(¢) = x(¢) i obtemos

Cdr(r) d o dx(r) .
Todr _E[x(t)l] & v

v(r)

ou seja,
r(t) =x(1)i = v(t) =v(t)i, com v (t) = ——=

€C_9

Recaimos, assim, no caso unidimensional (usando “x”, no lugar de “s”™).

Visualize, com o auxilio da Fig.23, que o vetor deslocamento infinitesimal dr na igualdade (90),
entre os instantes ¢ e ¢ + d¢, € tangente a trajetoria da particula, no instante ¢, e, portanto, o vetor
v =dr/dt € tangente a trajetdria da particula, no instante 7. Observe também que o mddulo de dr
¢ a distancia (infinitesimal) percorrida pela particula, entre os instantes ¢ e t 4 dt, e, portanto, o
médulo de v = dr/df nos dé a “rapidez” com que a particula se move, no instante ¢.3

33Quando tratamos de aceleragdo tangencial e aceleracio normal (ou centripeta), paginas atrds, concebemos o
vetor v(¢) como aquele que tem a dire¢do e o sentido do movimento da particula entre ¢ e t + dt, e cujo médulo
expressa a “rapidez” com que a particula se move, no instante ¢; ou seja, 1 nao fizemos uso do vetor posicdo para
definirmos o vetor velocidade. Sdo duas abordagens possiveis.
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N reta tangente a trajetoria no instante ¢

trajetoria
da particula

Figura 23: Ilustracdo de que o vetor deslocamento infinitesimal dr = r(z 4 dr) — r(¢) é tangente a trajetdria
da particula no instante 7. Portanto, o vetor velocidade, v(z) = dr/dt, é tangente a trajetdria da particula
no instante ¢.

Atividade 4-53: a) Calcule a “rapidez” com que se move, no instante ¢ = 1 s, a particula cujo vetor
posicio, em um certo sistema de coordenadas cartesianas xyz, é, parat > 0, r(t) = 3i—5j+21%Kk,
com ¢t em segundos e x em metros.

b) Obtenha a equacdo que relaciona as coordenadas x e z da trajetoria desta particula. (Observacao:

a trajetdria desta particula é determinada por duas equagdes: y = —5m € a equacio que vocé
obtera, relacionando as coordenadas x e z.)
¢) Esboce a trajetéria desta particula. (Sugestao: trabalhe com o plano y = —5m.)

A aceleracdo de uma particula, em um certo sistema de coordenadas, € em um certo instante, ¢ a
derivada de sua velocidade em relagdao ao tempo, naquele instante. Ou seja,

dv(z
a(t) = ‘cll(t ) ou, mais concisamente, a = d_:‘, 1)
Como a = dv/dr e v =dr/dr, temos que
d’r(t d?
a(r) = dl;g ) ou, mais concisamente, a = é (92)

Ou seja, a aceleragc@o de uma particula € a derivada segunda de seu vetor posicao em relaciao ao
tempo, em um certo sistema de coordenadas.

Vimos, pédginas atrds, como decompor o vetor aceleracdo em suas componentes tangencial e
normal (ou centripeta) - um tépico de grande importancia na fisica.

Atividade 4-54: a) Calcule, para o instante t = 1s, o mddulo da aceleracdo da particula da
Atividade 4-53.

b) Se essa aceleracdo se mantivesse constante, a partir do instante ¢ = 1s, qual seria 0 médulo da
velocidade da particula apds 1 segundo (ou seja, no instante t = 2)?

¢) Obtenha as componentes a; € a, de a no instante t = 1s. (Dica: observe que ¢, =a-V e

a, =+/a*—a?l )

Na mecdnica newtoniana, resolvemos completamente o problema da dindmica de uma particula
de massa m quando conseguimos obter seu vetor posicdo (em fun¢do do tempo) a partir do
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conhecimento das forcas que agem sobre a particula, além do conhecimento de sua posicdo e
sua velocidade em um certo instante t( (geralmente escolhemos ty = 0).

A segunda lei de Newton, aplicada a particula de massa m, nos dd sua aceleracio (em um sistema
de coordenadas adequado ao problema):

F
a— res , (93)
m
em que
Fres=F1+F2+---+FN
€ a forca resultante - ou seja, a soma das N forcas Fy, F,, ..., FN que agem sobre a particula.

Integrando a aceleragc@o no tempo (considerando que isto € possivel), obtemos a velocidade da
particula (naquele mesmo sistema de coordenadas):

v t
d )
a=G = dv=ad = /dv:/a(f)dz .
\()) )
——
V=Y
t
V(1) = vo + / a(7)dr. (94)
To

Deve estar claro, vo = v(#p) (lembrando que, em geral, fazemos 7y = 0).

Agora, integrando a velocidade da particula no tempo (considerando que isto também € possivel)
obtemos seu vetor posi¢do (no mesmo sistema de coordenadas):

r t
d
V:d—: — dr=vdr = /dr':/v(t')dt' =
7)) to
r—ro
t
r(t) = r0+/v(t’)dt’. (95)
]

Deve estar claro, rg = r(#p). A posi¢go inicial (rg) e a velocidade inicial (vg) da particula
constituem a condigdo inicial do problema.

O roteiro, portanto, parece simples. Primeiro, calculamos a forca resultante sobre a particula, e,
dividindo-a pela massa da particula, obtemos uma expressao para sua aceleracao (igualdade (93)).
Dai, substituindo a igualdade (93) na igualdade (94), obtemos uma expressao para a velocidade
da particula. Por fim, substituindo a igualdade (94) na igualdade (95), obtemos uma expressao
para o vetor posicao da particula. Mas, infelizmente, na pratica esta sequéncia de passos s
funciona (analiticamente) em casos extremamente simples. O problema mais frequente € que,
em geral, Fres nd0 é uma funcao explicita do tempo, mas de outras grandezas, como a posi¢cao
da particula e/ou sua velocidade. Digamos que Fres seja funcdo explicita apenas da posi¢cao r
da particula. Neste caso, a igualdade (93) nos dé a aceleracdo a da particula como fun¢do de r,
nao de ¢ (embora, implicitamente, a seja funcao de ¢, concorda?). Entdo como calculariamos a
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integral em (94)?°* Em um caso assim, deixamos de lado o roteiro que vai da igualdade (93) a
igualdade (95), e encaramos a igualdade (93), reescrita como

dv . Fres ou er . Fres
d  m a2 m’

como uma equagdo diferencial, que buscamos entio resolver; ou seja, buscamos encontrar todas
as fungdes v(7) ou r(¢) (conforme o caso) que satisfazem tal equagdo. Infelizmente, resolver
equacodes diferenciais analiticamente €, em geral, tarefa bastante dificil, ou até invidvel. Mas,
felizmente, conseguimos resolver um bom nimero de equagdes diferenciais de interesse na fisica.
Contudo, isto € assunto para outras partes deste projeto. Por ora, vamos explorar, na atividade a
seguir, um caso importante em que a sequéncia de passos apresentada acima funciona.

Atividade 4-55: a) Seguindo o roteiro que vai da igualdade (93) a igualdade (95), com 79 = 0,
obtenha, considerando o lancamento de uma particula sob a acido exclusiva de um campo
gravitacional constante g (veja a Fig.24) - ou seja, quando a forca resultante sobre a particula é
mg:

1
r(t) =ro+vot+ Egtz.

b) Mostre que a partir desta funcio vetorial obtemos, considerando o sistema de coordenadas
apresentado na Fig. 24, estas duas fun¢des escalares:

x(t) = xp +vo,t (movimento uniforme)

1 . . .
y(t) = yo+voyt — 3 gt2 (movimento uniformemente variado).
¢) Mostre que se o eixo y, na Fig. 24, estivesse orientado para baixo - ou seja, se 0 eixo y tivesse

o mesmo sentido do campo gravitacional g -, esta tltima igualdade seria substituida por

1
(1) = yo+voyt + Qgtz-

E isto nos diz algo importante: o sinal que acompanha g#> /2, na expressio para a funcio y(t),
tem a ver, exclusivamente, com a orientacdo do eixo y (ndo tendo nada a ver com estar a particula
subindo ou descendo, no instante ¢).

Y (r=0)
Vo

ro

X

Figura 24: Atividade 4-55.

34E claro, mesmo que a = Freg /m seja uma fungdo explicita do tempo, a integral em (94) pode ndo ter solucéo
L. - . - L. . 22 22 2 L o
analitica. Nio existe solugdo analitica, por exemplo, para uma integral como 3377 df. Obs.: 37 =30 nao (37)%
escrevemos (37)? como 3%,
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Atividade 4-56: Considerando 7y ndo necessariamente igual a 0, responda: o que muda nas
expressoes finais para r(z), x(¢) e y(t) que vocé obteve realizando a Atividade 4-55, itens a e b?

Atividade 4-57:3° a) Derivando ambos os membros de uma das igualdades (87), obtenha a
seguinte relacdo entre as velocidades v e v de uma particula nos sistemas de coordenadas S e S’
da Fig.22b:

v=V+V (veja a igualdade (87)), (96)

em que V é a derivada de R em relagio ao tempo. (Observe que se R é constante, entdo v =v'.)
b) Derivando ambos os membros da igualdade acima, obtenha a seguinte relacdo entre as
aceleracdes a e a’ de uma particula nos sistemas de coordenadas S e S’ da Fig.22b:

a=A+a (vejaaigualdade (87)), (97)

em que A € a derivada de V em relagio ao tempo. (Observe que se V € constante, entdo a = a’.)

Vamos encerrar este conjunto de aplicacoes a fisica definindo o trabalho W de uma forca F
sobre uma particula ao longo de um determinado trecho de sua trajetoria, explorando alguns
exemplos, e demonstrando o teorema trabalho - energia cinética.

O trabalho W de uma forca F, agindo sobre uma particula entre dois pontos A e B de sua trajetoria
I' (veja a Fig.25), € definido como

W= /F-dr. (98)
Tap

Esta integracdo consiste (informalmente) na soma dos infinitos termos infinitesimais F - dr, ao
longo do caminho I'4p.

Figura 25: O trabalho da forca F, ao longo do deslocamento dr, é definido como dW =F -dr, e
corresponde a defini¢do familiar para o trabalho de uma forca constante, pois como o deslocamento dr é
infinitesimal, F é essencialmente constante ao longo do mesmo. Integrando os trabalhos infinitesimais
F - dr ao longo do trecho I'4p da trajetdria I da particula, obtemos a quantidade definida como o trabalho
de F ao longo do caminho I'45 - veja a igualdade (98). (Nota: F ndo poderia ser, no exemplo apresentado
nesta figura, a forga resultante sobre a particula. Por qué? [Dica: pense em termos do vetor aceleracdo e
suas componentes tangencial e normal.])

35Esta atividade é importante para o entendimento da transformacdo de Galileu - topico de fundamental im-
portancia ndo s6 na mecanica cldssica, mas também como preparagdo para o estudo da teoria da relatividade.
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Trabalhando com coordenadas cartesianas - que nem sempre ¢ a melhor escolha - obtemos (revise
as igualdades (53) e (89)):

W= /F-dr:/(dex—l—Fydy—i—dez). (99)
Tap Tap

Observe que no caso particular em que r = xi e F = F;1i - ou seja, em um caso unidimensional
(escolhendo o eixo correspondente como o €ixo x) - obtemos

W= / F.dx. (100)
Tap

Se, adicionalmente, Fy é uma funcdo (bem comportada) de x, apenas (pois F, pode ser funcgao,
por exemplo, de v,), obtemos:

W= /Fx(x)dx. (101)
XA

E no caso ainda mais particular em que F, € constante, obtemos:

XB

XA

que esta de acordo com o que aprendemos quando estudamos, em uma disciplina de fisica do
ensino médio, trabalho de uma forca constante. Note que este trabalho € negativo se, € somente
se, Fy e xp — x4 s30 nao nulos e tém sinais Opostos.

Uma integral do tipo apresentado em (98) € o que chamamos de integral de linha, pois ela é
calculada com as quantidades infinitesimais F - dr sendo avaliadas ao longo de uma linha - no
caso, entre os dois pontos A e B da trajetéria I" da particula (veja a Fig.25). Vocé ira calcular
algumas integrais de linha realizando as atividades a seguir.

Atividade 4-58: a) Fazendo uso da ultima expressdao em (99), calcule, separadamente, os
trabalhos da forca F = 3xy?i— 3x%yj ao longo dos caminhos I'; e I'; mostrados na Fig.26, com
F em newtons, e x e y em metros. Os resultados foram iguais?

b) Refaca seus calculos, agora com F = 3xy?i+ 3x%yj.%¢

y A

3B

A

1 3 x
Figura 26: Atividade 4-58.

36Forgas cujo trabalho depende apenas dos pontos inicial e final (quaisquer que sejam eles), mas nio do caminho
ligando os mesmos, sdo chamadas de forcas conservativas.
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Atividade 4-59: A posi¢cao de uma particula varia com o tempo, entre t = 0 e t = 3's, da seguinte
forma:

2 =
x(t) =31 — 3!
com x em metros e ¢ em segundos.
a) Uma das forcas que agem sobre a particula, neste intervalo de tempo, é F1 = —5v,i (com F}
em newtons e v, em metros por segundo). Calcule o trabalho de F; no percurso correspondente.
b) Outra forca que age sobre a particula, no mesmo intervalo de tempo, € F, = —2xi (com F>

em newtons e x em metros). Calcule o trabalho de F, no percurso correspondente.

Vamos aproveitar a realizagdo da Atividade 4-59 para fazer um comentario (ou, se vocé€ nao
conseguiu realizd-la, talvez consiga apds ler o comentério que faremos). Como toda grandeza
fisica € - direta ou indiretamente - funcdo do tempo, e como dr = vd¢, podemos escrever, a partir

de (98):
W= /Fdr_/F )-dr(z /F t)dr = /[F

sendo t4 e tp Os instantes em que a particula esta, respectivamente, nos pontos A e B de sua
trajetéria I'. Com isso, obtemos uma integral de P(r)dz, em que P ¢ a seguinte funcao escalar de
r

P(t)=F(t)-v(t).

Ou seja, passamos de uma integral de linha para uma integral no tempo. Mas como, em geral,
ndo conhecemos antecipadamente as fungdes F(7) e v(¢), nem os instantes 74 e t5, na maioria das
vezes o cdlculo da integral em (98) deve ser realizado como uma integral de linha mesmo - como
na Atividade 4-58 e na Atividade 4-61, logo adiante.

Uma observagdo adicional: P (1) = F(t) - v(t) é a taxa temporal com que a for¢a F realiza
trabalho, e chamamos essa taxa de poténcia (por isso usamos a letra “?P”, obviamente). Veja:
dw  F-.dr dr
= =F

haddl —F. ——=F.v.
& dr dr v

Atividade 4-60: Partindo da definicdo em (98), justifique a seguinte afirmativa: apenas a
componente da forca F paralela ao deslocamento da particula realiza trabalho.>’

Atividade 4-61: a) Partindo da defini¢cdo em (98), calcule o trabalho da for¢a peso, P = mg, ao
longo do caminho I'4p ilustrado na Fig.27. Expresse sua resposta em fungdo de & (veja a Fig.27).
(Obs.: voce ndo precisa, necessariamente, usar um sistema de coordenadas na realizagdo desta
atividade.)

b) Refaca seu calculo considerando o caminho inverso: do ponto B ao ponto A.

37Forgas realizam trabalho, e forgas sdo vetores. Uma componente de um vetor néo é um vetor. Por exemplo,
a componente x do vetor v = 3x%yi+4xy’j é 3x%y, ndo 3x2yi. Assim, a afirmativa correta, tecnicamente, seria
(embora, em geral, os fisicos prefiram se expressar de forma mais concisa): apenas a componente da forca F
paralela ao deslocamento da particula, multiplicada pelo versor correspondente (V), realiza trabalho.
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= mg

Figura 27: Atividade 4-61.

Atividade 4-62: Sabe-se que a for¢ca magnética sobre uma particula de carga elétrica g, movendo-
se com velocidade v em uma regido em que ha um campo magnético B, € expressa como

Fmag = qv X B.
Mostre que o trabalho da for¢ca magnética sobre a particula € sempre nulo - independentemente
de sua trajetéria.>® (Dica: observe que dr = vdt, e que v x B é ortogonal (perpendicular) a v.)
Vamos encerrar esta subse¢do demonstrando o teorema trabalho - energia cinética para uma
particula.

Definindo o trabalho total sobre uma particula de massa m, entre dois pontos A e B de sua
trajetoria I', como a soma dos trabalhos de todas as N forcas Fy, F,, ..., FN que agem sobre a
particula nesse percurso, obtemos (fazendo uso da segunda lei de Newton, Fres = ma, e também
das igualdades (79) e (80)):

Wotal = W1+W2+“'+WN:/Fl‘dr+/F2'dl’+-"+/FN-dr

LCas LCas TCap
= /(F1+F2—|— +FN dr—/Fres dr —m/ (vv)dr = m/ a-v)dr
~~~ ~——
Cap Fres Iyp ma  vdt Cap Tap a
d o 1
= m/ v,df m/vdv—m— zzmvé—imvi:KB—KA:AK,

em que definimos a energia cinética K de uma particula de massa m e velocidade de modulo v
como

K

(10>

38Vocé pode realizar bem esta atividade mesmo sem ter estudado nada sobre campo magnético. Simplesmente
aceite que o campo magnético em um certo ponto do espago € representado por um vetor B, e que a forca magnética
gerada sobre a particula, em consequéncia da existéncia desse campo, € expressa matematicamente como apresentado
acima.

| =

Temos, portanto,
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ou seja, o trabalho total sobre uma particula (ao longo de um determinado trecho de sua
trajetéria) € igual a variagcdo de sua energia cinética (no mesmo trecho). Este € o teorema
trabalho - energia cinética para uma particula.

H4 uma passagem, no desenvolvimento acima, que devemos analisar com aten¢do especial:

VB
/vdv:/vdv. (103)
Tap VA

No membro esquerdo desta igualdade, temos a integra¢do das quantidades infinitesimais vdv ao
longo do caminho I'4p, mas nao necessariamente v estd variando diretamente de v4 (o modulo
da velocidade da particula no ponto inicial do caminho I'4p) a vp (0 mddulo da velocidade
da particula no ponto final do caminho I'4g). Por exemplo, v pode variar, no caminho ['4p,
diretamente de v4 a 2vp e entdo diretamente de 2vg a vp, € podemos entdo escrever, com

seguranca:
B VB
vdv = / vdy,
VA

B

2vp %
/vdv: /vdv+
FAB VA 2v

pois, para toda fun¢io f(x) bem comportada (revise o item d do Exercicio 44 de nosso texto
anterior (Silva & Peixoto 2020)),

/b e /b Fd

e, € claro, f(x) = x - ou seja, f(v) =v - € uma fungio bem comportada. Ou seja, mesmo com
v, neste exemplo, ndo variando diretamente de v4 a vp ao longo do caminho I'4p, partindo do
membro esquerdo da igualdade (103) chegamos ao seu membro direito. E este exemplo pode ser
facilmente generalizado, e nos levar a conclusdo de que independentemente de como v varia de
v4 € vp no caminho I'4p, obtemos, sempre:

VB vz

dy = dv= —

/v v /v v 5
TCap VA

4.3.2 Campos escalares e campos vetoriais

VB 2 2

VA

Um campo escalar é uma fungao que associa a cada ponto do espaco (ou de uma regido do
espaco) um escalar, € um campo vetorial € uma funcao que associa a cada ponto do espaco (ou
de uma regido do espaco) um vetor. Simples assim.

Sao exemplos, na fisica, de campo escalar e campo vetorial, respectivamente: em um certo
instante, um campo de temperaturas em uma sala e um campo de velocidades em um fluido em
movimento (veja a Fig.28). E claro, também sio exemplos de campo escalar e campo vetorial na
fisica o potencial elétrico e o campo elétrico, respectivamente.

Para especificarmos um ponto do espago, precisamos de um sistema de coordenadas, e podemos
fazer uso do “vetor posicao”, r, que estudamos no ultimo tépico da subsecdo anterior, mas, agora,
ndo se trata mais da posi¢dao de uma particula (dai as aspas, acima), mas do ponto em que esta
sendo avaliado o campo escalar ou o0 campo vetorial. Por exemplo, ®(r) =r-r = r? é 0 campo
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escalar que associa a cada ponto r do espaco o quadrado de sua distancia a origem do sistema de
coordenadas adotado.

Na fisica, campos escalares e campos vetoriais podem ser, também, fun¢des do tempo. Por
exemplo, a temperatura 7 em uma sala pode depender nao apenas do ponto considerado, mas
também do instante considerado (imagine a sala sendo progressivamente resfriada). Quando
estudar ondas eletromagnéticas, vocé analisard campos elétricos E (e campos magnéticos B)
que variam com o ponto r e com o instante ¢ considerados - e entdo escrevemos: E = E(r,1). E
como os fisicos geralmente pensam e se expressam. Mas se voce se incomoda com a introdugao
dessa varidvel adicional, ¢ (de um tipo diferente das varidveis x, y e z), na definicio de um
campo escalar ou de um campo vetorial, imagine que 7 (x,y,z,¢) denota uma familia de campos
escalares 7 - um para cada valor de 7 -, e que E(x,y,z,7) denota uma familia de campos vetoriais
E - um para cada valor de t. Outra opcdo é concebermos um “espaco” de 4 dimensdes - 3
espaciais e 1 temporal -, e entdo definirmos o campo escalar ou o campo vetorial nesse espaco
quadridimensional. Enfim, hd op¢des, e podemos nos entender.

F

I

-
-
-

= -

——

—

—

L

Figura 28: Se¢dao meridiana de um cano cilindrico preenchido com um fluido em escoamento laminar
estaciondrio, com os vetores ilustrados representando o campo de velocidades nesse fluido. A velocidade
de escoamento é nula na 1amina cilindrica de fluido em contato com a parede interna do cano (devido a
viscosidade do fluido), e ¢ maxima no eixo do cilindro.

O gradiente de um campo escalar

Agora, vamos introduzir o conceito de gradiente de um campo escalar, bastante usado na fisica.

Seja @ um campo escalar definido em uma certa regido X do espago. P(r) é o valor deste
campo no ponto r, e ®(r+dr) é o valor deste campo no ponto r + dr (veja a Fig.29). Usando
um sistema de coordenadas cartesianas xyz, como ilustrado na Fig. 29, podemos escrever (revise
a subsecdo 2.5 - em particular a expressao em (20) para a diferencial total de uma funcio de n
variaveis):
od od od

d® =P(r+dr) — O(r) = P(x+dx,y+dy,z+dz) —P(x,y,2) = gdx—f— a—ydy—f— a—zdz. (104)
Vem agora uma grande sacada! Podemos pensar esta ultima expressao como o produto escalar
dos seguintes vetores (revise a igualdade 53):

_Xi+_yj-|-—k e dr=(dx)i+(dy)j+ (dz)k.

Vamos dar um nome especial a este primeiro vetor - que, na verdade, € mais que um vetor, € um
campo vetorial: “gradiente de ®”; e vamos denotd-lo por V& (lemos “gradiente de ®”, mesmo).
Temos, portanto, a seguinte defini¢ao de gradiente de um campo escalar ®, em coordenadas
cartesianas:

0P, J0b, 9P
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Combinando (104) e (105), obtemos:

dP =P(r+dr) —P(r) = VP -dr. (106)
Z
Adr B
r//r+dr
y
X

Figura 29: Podemos nos referir aos pontos A e B desta figura como os pontos r e r + dr, respectivamente.
Assim, os valores de um campo escalar ® nos pontos A e B podem ser expressos como P (r) e ®(r+dr),
respectivamente.

Precisamos explorar a igualdade d® = V& - dr, em (106), com calma, porque ela nos diz muito
sobre o gradiente de ®. Tudo bem, ji temos, em (105), a definicdo do gradiente de um campo
escalar @, em coordenadas cartesianas, mas precisamos entender melhor o que € esse campo
vetorial.

Em primeiro lugar, perceba que a diferencial d®, em (106), depende do médulo de V& (no ponto
r), do médulo de dr e do cosseno do dngulo entre V® e dr (afinal, V& - dr = |V®||dr|cos6,
em que 0 € o angulo entre dr e V&, no ponto r). Dado o campo escalar ®, ndo temos controle
sobre V®; ele € determinado, em coordenadas cartesianas, pela expressao em (105). Mas
podemos escolher o vetor dr. O que mais importa ndo € seu modulo, e sim sua direcdo e
seu sentido. Observe que escolhendo dr com a mesma dire¢do e o mesmo sentido de V&, no
ponto r considerado (mantendo o médulo de dr fixo), obtemos o d® maximo (afinal, V& - dr =
|V®||dr|cos B é maximo para 6 = 0). Ou seja, VP aponta na direcdo e no sentido da mdxima
varia¢do de ®, no ponto r considerado.

E o que nos diz 0 médulo de V®? Para respondermos esta pergunta, vamos escolher, novamente,
o vetor dr com a direcdo e o sentido de V®, e vamos denota-lo por (dr)H (podemos ler: “dr
paralelo”). Obtemos, denotando o d® correspondente por d®:

1
~ N

Ou seja, 0 modulo de V® é igual a taxa de variacdo de ® no espaco, na direcdo e no sentido de

Vo.

Vamos reunir tudo em uma Unica sentencga (que vale a pena guardar na memoria):

V&, definido em (105), é o vetor que aponta na direcdo e no sentido da mdxima
variagdo de ®, no ponto r considerado, e cujo modulo é igual a taxa de variacdo de P
no espaco - na direcdo e no sentido de V.

Atividade 4-63: Calcule o gradiente de cada um dos campos escalares ® abaixo (para pontos
onde a fun¢do estad bem definida). Mas antes de realizar cada calculo, procure antecipar qual sera
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a direcdo e o sentido de V.

1
a) ®(x,y,z) = —32> b) D(x,y,2) = — ¢) P(x,y) =x+y
(Dica: perceba que, no item ¢, ® esta definido no plano xy, e temos ® = k sobre uma reta de
equacgdo x+y = k, em que k € uma constante qualquer.)

Atividade 4-64: Um bi6logo lhe diz que alguns predadores podem localizar suas presas identifi-
cando o gradiente de concentragdo, no ar, de certas moléculas exaladas por elas. Esse gradiente,
citado pelo bidlogo, € o mesmo que estamos estudando aqui? Justifique sua resposta.

Atividade 4-65: Seja r = \/r-r = \/x2+y%+z2. a) Partindo da defini¢cdo de V@, em (105),
mostre que:

V(r*) =2r; (107)
V=l = (108)
r
v(l) - —%. (109)
r r

A propésito, o versor F, que obtemos dividindo o “vetor posi¢ao” por seu médulo, é bastante
usado na fisica.

b) Existe uma forma de lembrar facilmente dos resultados em (107), (108) e (109) (destacamos
este ultimo por ser particularmente importante na fisica, como veremos mais adiante). Se
estivéssemos calculando as derivadas ordindrias de f(r) = r2, g(r) = r e h(r) = 1/r, obterfamos,
respectivamente, f'(r) = 2r, g'(r) = 1 e h'(r) = —1/r*. Sio resultados muito semelhantes
aqueles em (107), (108) e (109), com a diferenga de que, 14, temos “t”, no lugar de “1”, sacou?
E razodvel entdo arriscar o seguinte palpite:

V(") =n""'t, paratodo n real no nulo. (110)

E claro, se isto estd correto, temos em (107), (108) e (109), casos particulares de (110). Partindo
da defini¢do de V@, em (105), verifique se a igualdade (110) esta correta.

Atividade 4-66:
a) Mostre que

V(CI)1+(I)2>:V(131—|—V(132, (111)

considerando @ e P, dois campos escalares bem comportados. Ou seja, mostre que a regra da
soma € vélida para gradientes.
b) Mostre que, sendo A um escalar constante e  um campo escalar bem comportado,

V(AD) = AV, (112)

Ou seja, mostre que a regra da homogeneidade é valida para gradientes.
¢) Mostre que

V(DD,) = (VD )D, + D (VD,), (113)
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considerando @ e P, dois campos escalares bem comportados. Ou seja, mostre que a regra do
produto é valida para gradientes.
d) Mostre que

v <CI>1> _ (V1) Py — $1(VP) (114)

D, Y ’

considerando ®; e P, dois campos escalares bem comportados. Ou seja, mostre que a regra do
quociente € valida para gradientes.

Derivada direcional de um campo escalar

Dividindo ambos os membros da igualdade d® = V& - dr, em (106), pelo médulo de dr, obtemos
a taxa de variacdo de ® no espaco, na direcdo e no sentido de dr:

do  _  dr
|dr| N |dr|’

Chamamos essa taxa de variagao de derivada direcional de ® - que € uma expressdo bastante
adequada, nao acha?

Perceba que dr/|dr

¢ um versor, que denotaremos por 1i:

dr

u |dr| .

E claro, este versor tem a direc@o e o sentido de dr, e, portanto, determina a direcao e o sentido
em que a derivada direcional estd sendo calculada.

Podemos entdo reescrever, introduzindo a notagdo “Dg®” para a derivada direcional de & na
direcdo e no sentido de :

do
Dg® = Tar] =V®-i (sendodd=d(r+dr)—d(r) e & =dr/|dr|).

Resumindo, esta é a definicdo de derivada direcional de um campo escalar ®, e ela nos dd a
taxa de variagdo de ® no espaco, na diregcdo e no sentido do versor 4. Perceba que escolhendo
0 com a direcdo e o sentido de V&, obtemos a derivada direcional maxima, naquele ponto;
afinal, V& - € maximo quando o angulo entre os vetores V& e @ € zero. Ou seja, como ja
haviamos concluido, V® aponta na direcdo e no sentido da mdxima variacdo de ®, no ponto r
considerado.

Atividade 4-67: Seja ®(x,y,z) um campo escalar bem comportado, definido em alguma regiao
R _do espaco.’® Mostre que as derivadas parciais

0 00 00

ox’ dy oz

FPara que ®(x,y,z) seja diferencidvel em todo ponto de R, usualmente trabalhamos com regides abertas -
como, por exemplo, a esfera aberta de raio R determinada pela desigualdade x> +y? +z> < R (a esfera fechada
correspondente é aquela determinada por x2 +y? +z> < R).
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sdo casos particulares da derivada direcional Dg® = V& - &.4°

Atividade 4-68: Calcule a derivada direcional Dg® dos campos escalares da Atividade 4-63,
sendo @ o versor com a dire¢do e o sentido do vetor i+ j.

Campos vetoriais conservativos

Dizemos que um campo vetorial E, definido em alguma regido & do espaco, é conser-
vativo se a integral de linha
/ E(r)-dr
Lap

entre dois pontos A e B quaisquer de & independe do caminho I'4p em R ligando esses
pontos. Caso contrério, dizemos que esse campo é ndo conservativo.

Embora tenhamos denotado, acima, o campo vetorial por “E”, ndo se trata, necessariamente, de
um campo elétrico, € claro.

Atividade 4-69: a) Vamos comecar explorando um exemplo de campo vetorial ndo conservativo.
Mostre que o campo vetorial E = xy?i —x?yj é nio conservativo calculando, separadamente, a
integral de E - dr ao longo dos caminhos I'; e I, mostrados na Fig. 30.

b) Refaca esta tarefa substituindo I'; e I'> por dois caminhos I'; e I'; ligando dois pontos C e
D a sua escolha - e escolha os pontos e os caminhos mais simples que voc€ puder imaginar (se
possivel, compare com a resolu¢do de algum(a) colega).

¢) Por fim, como exercicios adicionais de cdlculo de integrais de linha (e isso é importante),
calcule a integral de E - dr ao longo da diagonal do quadrado da Fig.30, de A a B, e, em seguida,
ao longo da pardbola y = x> — 3x+ 3, também de A a B. Compare com os resultados obtidos em
sua resolucdo do item a: foram quatro resultados distintos?

Va
34 >

A

v

1 3 x
Figura 30: Atividades 4-69 e 4-70.
Atividade 4-70: Calcule novamente as integrais de linha dos itens a e ¢ da Atividade 4-69, mas

agora com E = xy?i+ x%yj. Vocé obteve o mesmo resultado para as quatro integrais?

Realizando a Atividade 4-70, vocé provou que E = xy?i+x%yj é um campo conservativo?
Nao. Precisariamos ter considerado todos os pares de pontos possiveis no dominio de E(x,y)
(que, neste exemplo, pode ser o plano xy inteiro), e, para cada par, todos os caminhos possiveis

400utra forma de enxergar: a derivada direcional de um campo escalar ® é uma espécie de generalizacio, para
diregdes arbitrérias (determinadas pelo versor i), das derivadas parciais d®/dx, d®/dy e 9P /0z.
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conectando-os (e hd infinitas possibilidades, € claro). Dai precisariamos verificar se, para cada
um dos infinitos pares possiveis, a integral de E - dr independe do caminho conectando-os. Esta
nao € uma boa estratégia para verificarmos se este campo vetorial € conservativo (veremos uma
alternativa muito interessante na Atividade 4-78), mas pode ser para outros tipos de campo.
Felizmente, funciona para um dos tipos de campo vetorial mais comuns na fisica:

E(r) = f(r)f, (115)
em que f(r) é alguma fungdo bem comportada de r = |r|, e ¥ = r/r. Podemos ter, por exemplo,
k
()=, (116)
em que k € uma constante (positiva ou negativa). Neste caso, obtemos:
r
E(r) :kr_z' (117)
Também podemos ter, por exemplo,
f(r)=cr, (118)
em que ¢ ¢ uma constante (positiva ou negativa), e neste caso obtemos:
E(r)=crt=cr. (119)

Vamos calcular a integral de E - dr, com E(r) sendo do tipo expresso em (115), ao longo do

caminho arbitrario I'4p ilustrado na Fig.31a, sendo A e B dois pontos quaisquer no dominio de
E:

F4E-dr:r£f(r)f'-dr.

Obtivemos a relacdo em (76) para um vetor v arbitrario. Podemos entao trocar v por r em (76), e
com isso obtemos:
r=rt = dr=(dr)t+ (rd0)h. (120)

Portanto,
t-dr=*¢-[(dr)f+ (rd0)fi] =dr.

Alternativamente, sugerimos que vocé€ procure enxergar a relacio t-dr = dr diretamente na

Fig.31b. Obtemos, entdo:
dr
R
/E-dr: /f(r)r-dr: /f(r)dr.
Cas T Lap

Como f(r)dr s6 depende do valor de r e de sua variagdo infinitesimal dr, em cada trecho
infinitesimal do caminho I'4p, s6 importa, no cdlculo acima, como r estd variando de A a B. Por
1SS0 temos:

/Edr: /f(r)f"drz /f(r)drz7f(r)dr=F("B)—F(rA),
Tas Tas Tas A

em que F(r) é uma antiderivada de f(r). Ora, o resultado, F (rg) — F(ra), s6 depende dos pontos
inicial (A) e final (B), sejam quais forem eles (no dominio de E, é claro). Fica provado, portanto,
que todo campo do tipo expresso em (115) € conservativo.
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dr /5

(b)

Figura 31: (a) Caminho arbitrario Iy para o célculo de E - dr, com E(r) dado pela expresséo em (115).
No ponto ilustrado, temos f(r) > 0. (b) Perceba que f - dr = dr - ou seja, a projegao de dr na direcdo de
(que € a direcdo de r) € igual a variagdo infinitesimal correspondente no médulo de r. Deve ficar claro que
dr # |dr|.

Atividade 4-71: a) Calcule [i-, E-dr, com E(r) dado pela expressdo em (117).
b) Refaca seu célculo, agora com E(r) dado pela expressdo em (119).

Vamos encerrar este topico respondendo a seguinte questao: podemos pensar uma forca como
um campo vetorial?

Vamos por partes. Primeiro, vamos revisar a definicdo matematica de campo vetorial. Um campo
vetorial é uma fun¢do que associa a cada ponto do espago (ou de uma regidao do espaco) um
vetor. Entdo se a forca sobre uma particula é funcdo apenas da posi¢do r da mesma - como é
o caso da forca elétrica sobre uma particula em um problema de eletrostatica - podemos sim
pensar, matematicamente, essa forca como um campo vetorial: passamos de um ponto a outro
do espaco mudando a posi¢io da particula, entende? Isto responde 4 questio acima.*! Mas
vale a pena observar que, na fisica, costumamos pensar certas grandezas como campos vetoriais
apenas se elas ndo se restringem, a cada instante, a um tnico ponto do espago. Entdo, voltando
ao exemplo da eletrostética, nds fisicos costumamos pensar o campo elétrico como um campo
vetorial, mas ndo a forga elétrica sobre uma particula. Mas € ttil pensarmos, matematicamente,
uma for¢a como um campo vetorial (quando € o caso, é claro), porque podem se aplicar a ela
certos resultados matematicos para campos vetoriais, como veremos mais adiante, no tépico
“Aplicacdo a fisica: forcas conservativas, energia potencial e conservacao da energia mecanica;
forgcas ndo conservativas e variacdo da energia mecanica”.

Campos vetoriais conservativos como gradientes de campos escalares

Neste topico obteremos a seguinte relagdo de equivaléncia (expressa aqui de forma intencional-
mente concisa):

E é um campo vetorial conservativo <— E=V®; (121)

ou seja,

um campo vetorial conservativo é o gradiente de um campo escalar

41Se a forga é também fungio do tempo, além da posi¢io da particula, temos um campo vetorial para cada
instante.
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o gradiente de um campo escalar é um campo vetorial conservativo.

Esta relagdo de equivaléncia nos diz que ao mostrarmos que um certo campo vetorial E €
conservativo, também estamos mostrando que ele pode ser expresso como o gradiente de um
campo escalar (ou seja, existe um campo escalar ¢ tal que E = V®), e que ao calcularmos o
gradiente de um campo escalar, estamos obtendo um campo vetorial conservativo.

Muito bem, passemos a obten¢do da relacdo de equivaléncia em (121).

Comecemos com a “volta” (<=). Seja E = V®, sejam A e B dois pontos quaisquer do dominio
de E, e seja I'43 um caminho qualquer no dominio de E conectando A e B. Temos:

/E-dr: /VCI>~dr:/dCI>,
Csp Cap TCap

pois V@ - dr = d® (veja (106)). Nesta tltima integral, estamos “somando” (integrando) todas as
variagoes infinitesimais d® de ® do ponto A ao ponto B, ao longo do caminho I'4p, 0 que resulta
em ®(rp) — P(ra) (que também podemos expressar como P(B) — P(A)). Ou seja,

/E-drz /V@-dr: /dCDZCD(rB)—CI)(rA). (122)
Cap Tsp Cap

Como este resultado depende apenas dos pontos inicial e final A e B (sendo A e B dois pontos
quaisquer do dominio de E), mas ndo do caminho I'4p conectando-os, podemos concluir que
E = V® é um campo vetorial conservativo, finalizando a obtencao da “volta” na relacao de
equivaléncia em (121).

Mas talvez vocé ndo tenha se convencido de que temos

/ 4D — D(rg) — B(ry) (123)
Tap

independentemente do caminho I'4p conectando A e B. Podemos deixar isso mais claro. Alids,
mesmo que o resultado acima ja tenha ficado claro para vocé, acompanhe a andlise que faremos
a seguir, porque ela serd util mais a frente, em seus estudos de cdlculo vetorial - mais especifica-
mente do teorema de Gauss e do teorema de Stokes (que sdo teoremas fundamentais do calculo
vetorial envolvendo, respectivamente, divergéncias e roz‘acionais).“2

A Fig. 32 ilustra um sequéncia de quatro segmentos finitos, do ponto A ao ponto B. Sejam (AD);,
(AD),, (AD)3 e (AP)4 as variagdes do campo escalar ¢ ao longo desses quatro segmentos,
seguindo o caminho que vai de A a B. Temos:

(ADP); = D(Cr)—P(A),
(ADP)y = D(C) —D(Cy),
(AD); = D(G3) —D(Cr),

(AD)s = @(B)—P(C3).

“2Estes topicos estardo na Parte IV desta série. A divergéncia de um campo vetorial - uma espécie de derivada - é
um campo escalar, e o rotacional de um campo vetorial - também uma espécie de derivada - € outro campo vetorial.
Esses dois tipos de derivada (que possuem interpretacdes geométricas muito especiais) t€m enorme importancia
na fisica. Basta dizer que as quatro equag¢des de Maxwell, que sdo equacdes fundamentais do eletromagnetismo,
envolvem, em sua forma diferencial, duas divergéncias e dois rotacionais.
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Somando estas quatro variacdes, obtemos:

(ADP)| + (AD), + (ADP)3 + (AD)s = (DfET) —P(A)) + (P{€2). — t€T))
+
— ®(B)-d(A).

Fica claro que os cancelamentos acima ocorrem porque cada um dos pontos intermediarios Cy,
C; e C3 participa como ponto final de um segmento e ponto inicial do segmento seguinte. S6
restam, apds os cancelamentos, os valores de ® nos pontos A e B, e isto independe de onde
estao os pontos C, C; e C3 (desde que estejam no dominio de P, € claro). E, também deve ficar
claro, podemos estender este desenvolvimento a um nimero N qualquer de segmentos. Obtemos,
independentemente do valor de N:

(AD)| + - + (AD)y = D(B) — D(A).

Também podemos tomar o limite em que o nimero N de segmentos tende a infinito e o tamanho
de cada segmento tende a zero. O resultado €, justamente, a igualdade (123), sendo 1'4p 0
caminho constituido pela sequéncia de infinitos segmentos de tamanho infinitesimal, cada.

Figura 32: Sequéncia arbitraria de quatro segmentos finitos, de um ponto A a um ponto B, no dominio de
um campo escalar .

E interessante destacarmos a seguinte igualdade (veja (122)):

/ V& dr = ®(rg) — D(ra). (124)

Cap

Podemos chamé-la (com a condi¢do de que I'4p seja uma curva suave, e que V@ exista e seja
continuo em I'4p) de teorema do gradiente ou teorema fundamental para gradientes, ou, ainda,
teorema fundamental do cdlculo para integrais de linha. Perceba que ela € muito semelhante a
igualdade relativa ao teorema fundamental do célculo para fun¢des reais de uma variavel real
(revise a se¢do correspondente nas paginas 29 e 30 de nosso texto anterior (Silva & Peixoto
2020)),

b

[ rae=F(b) - Fla)
reescrita como

[ £ = £(6) - f(a). (125)
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Nos dois casos ((124) e (125)), temos uma integral de uma derivada de uma funcdo, e o valor da
integral depende apenas dos valores dessa fungio na fronteira.*?

Atividade 4-72: Mostre que a igualdade (125) pode ser vista como um caso particular da
igualdade (124).

Agora, passemos a obtencao da “ida” (=) na relagcao de equivaléncia em (121).

Sendo E um campo vetorial conservativo definido em alguma regido X do espago, podemos
definir a seguinte fung¢do P(r):

O(r) = D(ry) + / E(F) - dF, (126)

em que ry é um ponto de R a nossa escolha (usualmente chamado de ponto de referéncia), ®(ry)
tem um valor a nossa escolha (muitas vezes escolhemos ®(rg) = 0), r € um ponto qualquer de
R., € I'ryr € um caminho qualquer em R _ ligando os pontos ry € r. E claro, se o valor da integral
em (126) dependesse do caminho I'y,r, a defini¢do acima estaria incorreta, porque, escolhidos ry
e ®d(rg), o valor de ® ndo dependeria apenas do ponto r, mas também de como saimos do ponto
ro para o ponto r. Como I'yr pode ser qualquer caminho em R (pois estamos considerando que
o campo E € conservativo), podemos reescrever:

B(r) = D(ry) + / E(F)- dE. (127)

Temos aqui, portanto, um campo escalar ® definido a partir de um campo vetorial conservativo
E. Fazendo r = ry + dr/, obtemos:

ro-+dr’
D(rg+dr') = d(ry) + / E(¢ ®(rg) +E(rg) -dr’
Segue que
d® = ®(ry+dr’) — P(ry) = E(rg) - dr’. (128)
Como (ja que ® é um campo escalar)**
d® = ®(rg +dr') — D(rg) = [(VP)(rg)] - dr’ (129)

(veja (106)), e as expressoes finais em (128) e (129) se aplicam a qualquer ponto ry de X
(excluida, possivelmente, sua fronteira), obtemos a seguinte relacdo entre E e ®:

E=V,

finalizando a obtenc¢do da “ida” na relacdo de equivaléncia em (121). Perceba que nio apenas
mostramos que, sendo E um campo vetorial conservativo, ele pode ser expresso como o gradiente
de um campo escalar; adicionalmente, obtivemos um modo de calcular & a partir de E, expresso

“3E vocé vera algo muito semelhante quando estudar o teorema de Gauss e o teorema de Stokes, na Parte IV desta
série.
4Lembrando, adicionalmente, que estamos considerando que as funcdes aqui sdo todas bem comportadas.
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na igualdade (127) - e por isso a colocamos em destaque. Também ndo apenas mostramos,
anteriormente, que o gradiente de um campo escalar ®, V&, € um campo vetorial conservativo;
adicionalmente, obtivemos uma expressao geral para o célculo da integral de linha de V&: aquela
na igualdade (124).

Atividade 4-73: Seja E um campo vetorial ndo necessariamente conservativo, definido em uma
regido R do espaco. E, como sempre, considere que estamos trabalhando com func¢des bem
comportadas. Mostre que

/E(r)-dr:—/E(r)-dr, (130)
A Ipa

sendo I'p4 0 caminho inverso ao caminho I'4p - ou seja, 0 mesmo caminho, mas percorrido no
sentido de B para A. Assim, a inversao do sentido do caminho, na integral de linha, resulta na
inversdo do sinal da integral. No caso particular em que E é conservativo, podemos reescrever:

/E(r)-dr: —/E(r) -dr. (131)
rg rp

Atividade 4-74: Denotamos uma integral de linha de E(r) - dr ao longo de um caminho fechado

I" por
?{E(r) -dr.
r

Mostre que se E é um campo conservativo, a integral acima € sempre nula, independentemente
do caminho fechado particular I" - e por isso podemos omitir o “I"”, escrevendo:

%E(r) -dr =0, se E é conservativo. (132)

Obviamente, o caminho fechado deve estar no dominio de E. (Dica: faga uso do que vocé
mostrou realizando a Atividade 4-73.)

Atividade 4-75: Em 127 temos um campo escalar @ definido a partir de um campo vetorial
conservativo E. E claro, V(r) = —®(r) é também um campo escalar. Ou seja, um campo
escalar multiplicado por —1 (ou por qualquer outro nimero) € também um campo escalar. Afinal,
continua havendo a associa¢do de um escalar a cada ponto do dominio original.

a) Fazendo & = —V em (127), obtenha:

V(r) = /E(f) dF+ V(o). (133)

Esta igualdade também merece destaque porque € muito usada na fisica, como veremos mais
adiante. (Dica: faca uso da igualdade (131).)
b) Mostre, a partir de (133), que

E=-VV. (134)

A titulo de motivagdo: esta é a relagc@o entre um potencial elétrico V e um campo elétrico E na
eletrostdtica.
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Atividade 4-76: Perceba que a relacdo entre E e V, em (134), independe do valor atribuido a
V(ro) em (133), pois V (ry) ndo aparece em (134). Outra forma de ver isso ¢ mostrando que a
adicao de uma constante arbitraria Vo a V em (134) ndo altera o campo vetorial E. Esta é sua
tarefa, nesta atividade.

Atividade 4-77: Calcule V(r), em (133), com (veja (117))
. T
E(r) = kﬁ,
e também escolhendo V (rg) = 0 e fazendo rg — o0,

Atividade 4-78: Dado um campo vetorial E, como saber se ele € conservativo? Ora, calculando
a integral
/ E(r)-dr
Tap

e observando se ela independe do caminho ['4p para quaisquer dois pontos A € B no dominio
de E (com I'4p também no dominio de E, € claro), certo? Bem, nem sempre este ¢ um método
pratico. Revise a Atividade 4-70, e a discussao que realizamos logo apds ela. Existe uma forma
pratica de verificar se o campo vetorial E = xy?i+x?yj é conservativo. E disso que trata esta
atividade. Seja E = E(x,y) = E(x,y)i+Ey(x,y)]j. Se este campo ¢ conservativo, ele pode ser
expresso como o gradiente de um campo escalar ®; ou seja, existe um campo escalar P (x,y) tal

que E = V®. Temos, entdo:

o0 9.
E—Vq)—gl‘i_a_y,],

ou seja,
~ 9P(x,y) _ 0D(x,y)
Ex(x7y> - ax € Ey(xay) - ay .

Sendo ®(x,y) uma fun¢do bem comportada, temos (veja a igualdade (7))

PP(x,y) _ P*P(x,y)
oxdy  dyox

que podemos reescrever como

0 0P(x,y) _ 0 dP(x,y)
ox dy  dy ox
Temos, portanto,
o8, _ 3L,
ox  dy

A conclusio é a seguinte:*°

4SEm nossa opinido, o uso de #il pode ser um tanto feio, algumas vezes, como em t. E quando escrevemos estas
expressdes a mao, o uso de til pode ficar realmente chato - especialmente quando os calculos sdo longos. Observe
que, a mao, escrevemos (usualmente) ¥ como ';'; uma tristeza. Neste caso, sugerimos mudar a notaco, escrevendo
7', em vez de 7. Lembre-se desta sugestdo. Serd itil, por exemplo, quando vocé for realizar as Atividades 4-79,
4-80 e 4-81, além desta Atividade 4-77, é claro.

46Na Parte IV desta série, este resultado ser estendido ao caso geral em que E = E(x,y,z) (e também para
sistemas de coordenadas curvilineas), apds termos estudado um teorema fundamental do calculo vetorial envolvendo
rotacionais, denominado teorema de Stokes.
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Se E(x,y) = Ex(x,y)i+ E,(x,y)j € um campo vetorial conservativo, temos, necessari-
amente,
oE, OE,
ox  dy
Ou seja, se a igualdade acima € satisfeita, fica provado que E(x,y) é conservativo, e se
ela ndo € satisfeita, fica provado que este campo ndo é conservativo.

(135)

Eis sua tarefa: a partir da conclusdo acima, mostre que o campo vetorial E = xy?i + x%yj,
da Atividade 4-70, é conservativo, e que o campo E = xy?i —x?yj, da Atividade 4-69, nio é
conservativo.*’

Encerraremos este topico observando que, devido a relagdo de equivaléncia em (121), temos
a seguinte definicao alternativa para campos vetoriais conservativos: dizemos que um campo
vetorial E, definido em alguma regido R_do espaco, é conservativo se ele pode ser expresso
como o gradiente de um campo escalar.

Aplicacao a fisica: forcas conservativas, energia potencial e conservacao da energia
mecanica; forcas nao conservativas e variacao da energia mecanica

Lembremos que uma forca F € dita conservativa se o trabalho que ela realiza sobre uma particula
entre dois pontos A e B quaisquer independe da trajetdria da particula entre A e B, bem como da
forma como a particula é levada de A a B (como varia o médulo de sua velocidade, por exemplo),
ou do intervalo de tempo em que se da seu trajeto de A a B. Em outras palavras: uma forca F
é conservativa se ela é fungdo apenas da posicdo r da particula - sendo, portanto, um campo
vetorial (independente do tempo) - e, adicionalmente, é um campo vetorial conservativo.*3

Pois bem, consideremos, inicialmente, uma particula sujeita a acdo de uma tnica forca F, e que
essa forca € conservativa. Existe, portanto, um campo escalar & tal que

F=Vo, (136)

que € o campo (veja (127), com “F” no lugar de “E”)
r
O(r) = B(rg) + / F(F) - dF. (137)
ro

Também existe, € claro, um campo escalar U tal que
F=-VU, (138)

que € o campo (veja (133), também com “F” no lugar de “E”, e com “U” no lugar de “V”")

U(r) = /F(f-) -dF + U (rg) (139)

(basta fazermos @ = —U em (136) e (137), respectivamente).

4TVale a pena revisar a Atividade 4-58.
“8Lembre-se que ao final do tépico “Campos vetoriais conservativos” respondemos a seguinte pergunta: podemos
pensar uma for¢a como um campo vetorial? Sugerimos que vocé faca uma breve revisdo de nossa resposta.
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A fung¢do U(r) em (139) é mais interessante para a fisica que a fun¢io ®(r) em (137), como
ficara claro logo adiante.

Sendo F a unica for¢a que age sobre a particula, € a forca resultante sobre ela. Entao obtemos,
pelo teorema trabalho - energia cinética (revise a parte final do tépico “Aplicacdes a fisica:
topicos de cinemdtica e dindmica da particula”), considerando o movimento da particula entre as
posicdes rp e r:

r
Wiotal = W = / F(F)-df = AK. (140)
Ty

De outro modo, fazendo uso da igualdade (139) obtemos:
r 1Y)
Wit = W = /F(f-) df = —/F(f') dF = U(rg) —U(r) = —[U(r) — U(ry)] = —~AU. (141)
ro r

Termos obtido Wga = —AU, em vez de Wiqy) = AU (e por isso escolhemos o campo escalar U,
acima, em vez do campo escalar @, pois com este teriamos obtido Wiy, = AP), € algo muito
interessante, porque isto nos leva a seguinte igualdade (a partir de (140) e (141)):

AK = —AU,
que podemos reescrever como
AK +AU = 0.
Dai, podemos definir uma nova quantidade,
E=K+U,
€ com isso obtemos:
AE = AK + AU =0. (142)

Chamamos U de energia potencial da particula e E de energia mecdnica da particula. Ou seja, a
energia mecAnica de uma particula é a soma de sua energia cinética e sua energia potencial.*® A
igualdade (142) nos diz, portanto, que a energia mecdnica E de uma particula sujeita a acdo de
uma nica forca é constante, se essa forca é conservativa.>® Um grande resultado!

Mas podemos obter um resultado ainda mais forte que este. Consideremos, agora, que a

particula esta sujeita a N forcas Fq,F,...,FN, todas conservativas. Temos, portanto, NV energias
potenciais Uy, Us,...,Uy, associadas a estas N forcas, satisfazendo as seguintes igualdades,
respectivamente:

Fi1=-VU, F; =—-VU,, ..., FN =—VUy.

49Quando temos um sistema de particulas, cada particula tem sua energia cinética (em um certo sistema de
refer€ncia), mas com relag@o a energia potencial, a coisa € mais complicada. Por exemplo, quando uma particula
i interage com uma particula j através de uma forca conservativa, existe uma energia potencial associada ao par
ij, em vez de duas energias potenciais distintas para i e j. Esteja atento ou atenta a isso, quando estudar sistemas
de particulas. A propdsito, ndo podermos sempre expressar a energia mecanica de um sistema como a soma das
energias mecanicas de suas particulas constituintes torna, em geral, o estudo da conservacdo da energia de um
sistema de particulas mais dificil que o estudo da conservagdo de seu momento linear e de seu momento angular.

Dizemos entdo que E é uma constante de movimento.
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Sdo as energias potenciais

Ui) = [Fa(E)-di+Uiro) (143)
Us(r) = / Fa(F) - dE + Us (ro), (144)
Uy(r) = /FN(f‘)-df'+UN(r0). (145)

Considerando o movimento da particula entre as posicdes ry € r, o teorema trabalho - energia
cinética nos da:
Wiotal = W1 +Wa + -+ -+ Wy = AK, (146)

com

Wy — / Fx(F) - dE.

De outro modo, fazendo uso das igualdades (143) a (145) obtemos:

Wiotal = W1+W2+ +WN

= /Fl dl‘—l—/FZ dr+ +/FN
- —/Fl(f)-df—/F2 )-dE+ - /FN )-dF

= [Ui(ro) = Ui(r)] + [Uz(ro) — Ua(r )]+'“+[UN(1‘0)—UN(Y)]
= [U1<l‘o>—I—Uz(ro)—l—"'—l—UN(l‘o)] [Ul(r)—l—Uz(r)+---+UN(r)]
= — [Ul(r)+U2(r)+ +UN( )] [Ul(r0)+U2(r0)+---+UN(r0)]}.
Definindo
Utotat = U1 + Uz +- - + Uy,
obtemos

Weotal = _[Utotal(r) - Utotal(rﬂ)] = —AUoal, (147)
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e isto nos leva a seguinte igualdade (a partir de (146) e (147)):
AK = _AUtotalv

que pOdeOS reescrever Como
AK+AUtOtal - 0

Podemos entdo estender a defini¢do da energia mecanica E da particula para
E=K+Uota =K+U+Uz+---+Un,
€ com isso obtemos:
AE = AK + AUiota = AK + AU +AU> - -+ AUy = 0. (148)

A i1gualdade (148) nos diz, portanto, que a energia mecanica £ de uma particula sujeita a acao
exclusiva de N forgas conservativas € constante. Um resultado extraordinario! Vamos coloci-lo
em destaque:

’AE =0, se a particula estd sujeita a acdo exclusiva de for¢cas conservativas. ‘ (149)

Por fim, uma extensdo adicional: consideremos que a particula esta sujeita a N for¢as conservati-
vas F1,F,,... Fn, e a A\l for¢as ndo conservativas Fy, %2, ..., TN. O teorema trabalho - energia
cinética nos d4, considerando o movimento da particula entre dois pontos de sua trajetoria, e
agora denotando o trabalho total por Wgar:

Wiotal = Wi +Wao -+ Wy + W+ Wa+ -+ Wy = AK, (150)

em que W; € o trabalho da forca conservativa Fj e 7/; € o trabalho da for¢a ndo conservativa
F;. Podemos substituir a soma Wy + W, + - - + Wy por —AUyg (veja (147), lembrando que 1a
todas as forcas eram conservativas - ou seja, temos, em (147), Wiota1 = W1 +Wr + - - - +Wy). Dai,
denotando a soma W) + Wh +-- -+ WN por Wotal, € lembrando que E = K + Uyora (€, portanto,
AE = AK + AUiqta1), Obtemos:

‘M/total =AE.

Este resultado merece destaque. Mas, antes, vamos mudar a notagao, reescrevendo W, como
Wiotal,nc» cOm “nc” enfatizando que se trata do trabalho total das for¢as ndo conservativas, apenas.
Obtemos, entao:

vvtotal,nc =AE. (151)

Ou seja, o trabalho total das forcas ndo conservativas sobre uma particula, entre dois pontos de
sua trajetéria, é igual a variagdo de sua energia mecdnica. Mais um resultado extraordindrio. E
claro que se todas as forcas que agem sobre a particula sdo conservativas, temos Wotaan =0,
e, portanto, AE = 0. Em outras palavras: a igualdade em (151) inclui o resultado anterior, em
(149).

E importante observarmos que forgas nio conservativas nio necessariamente sdo forgas dissi-
pativas (forcas cujos trabalhos sdo negativos), e, portanto, nao necessariamente temos AE < 0
(veja (151)).

Atividade 4-79: a) Fazendo uso da igualdade (139), obtenha - escrevendo “U,” no lugar de “U”
- a expressao

Ug = mgh (152)
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para a energia potencial gravitacional de uma particula de massa m, sujeita a um campo gravita-
cional g uniforme, localizada a uma altura i acima de um certo “nivel de referéncia” (um plano
horizontal a nossa escolha), escolhendo, para ele, Uy = 0 (que € um modo informal de dizer que
escolhemos Uy (rg) = 0 para um ponto ry neste nivel de referéncia).”! (Dica: revise a Atividade
4-61.)

b) Agora, mostre que se a particula estd a uma profundidade & abaixo do nivel de referéncia,
temos

Atividade 4-80: a) A Fig.33 ilustra uma particula de massa M, de algum modo mantida fixa na
origem do sistema de coordenadas,’” exercendo sobre uma particula de massa m, na posicio r, a

forca gravitacional (segundo a lei de Newton da gravitacdo)™>
Mm
F, — -G 153
g P2 ( )

em que G € a chamada constante gravitacional. Fazendo uso da igualdade (139), obtenha a
expressao
M M
U(r) = —G—= + G—2 + U(ry) (154)
r ro
para a energia potencial gravitacional da particula de massa m (esta é sua tarefa, neste item).>*
(Dica: revise a Atividade 4-71a, e lembre-se que r = |r| e ro = |ry|.) Como podemos escolher
qualquer valor para U (1), sendo r¢ um ponto qualquer de médulo ndo nulo (pois temos rp no
dltimo denominador em (154)), o que mais simplifica a expressdo para U(r) é
M
Ul(ry) = —G——.
ro
Com esta escolha, obtemos - agora denotando esta energia potencial gravitacional por U, (que €
facilmente distinguivel, pelo problema, da energia potencial gravitacional U, expressa em (152)):

M
Uy = —G—~, (155)

r

que € uma expressao que vocé deve conhecer desde seu estudo de gravitacao no ensino médio.
b) Vale enfatizar que com a escolha que fizemos para U (ry), a energia potencial gravitacional
desse sistema € sempre negativa, e tende a zero quando r — oo. E claro, como U, < 0, U,
aumenta quando r aumenta. Esboce o gréfico de Uy (r).>

SlPerceba que Ug ndo varia a0 movermos a particula horizontalmente, pois P = mg € uma for¢a vertical. Assim,
se Uy (rg) = 0 para um ponto ry no nivel de referéncia, temos U, = 0 em qualquer ponto desse plano horizontal.

32 Alternativamente, podemos imaginar que nenhuma forga além da forca gravitacional age sobre cada particula,
mas que M > m, e, portanto, devido a sua elevada inércia, a particula de massa M tem sua posi¢do praticamente
inalterada, apesar de sua intera¢do gravitacional com a particula de massa m.

3Escolhemos denotar, aqui, a for¢a gravitacional por “Fg”, em vez de “P”. Esta tltima notag¢do € mais usada
quando consideramos particulas se movendo préximo a superficie terrestre, e temos, entdo, um campo gravitacional
aproximadamente uniforme.

4Revise a nota de rodapé 49. A energia potencial desta atividade ¢ a energia do par de particulas, e ndo apenas da
particula de massa m. Mas como a particula de massa M estd fixa, podemos dizer que se trata da energia potencial da
particula de massa m. Calcular a energia potencial de um sistema de particulas pode ser uma tarefa bem complicada,
como voce verd em seu estudo de fisica.

33Um desenvolvimento alternativo, que leva & mesma expressio para Ug em (155), a partir de (154), consiste em
escolhermos um ry “infinitamente distante” da origem do sistema de coordenadas, e fazermos U (rg) = 0.
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¢) Vocé encontra em livros de fisica bdsica em nivel universitdrio, como os que apresentamos aqui
nas referéncias, a demonstracao de que uma esfera de massa M e raio R atrai gravitacionalmente
uma particula de massa m como se a esfera fosse uma particula de mesma massa M, localizada
em seu centro. Ou seja, a expressdo em (153) para a forca gravitacional sobre a particula de
massa m permanece vdlida, sendo r agora a distancia do centro da esfera de massa M a particula
de massa m, com r > R, € claro. Desse modo, aproximando a Terra por uma esfera, de massa
My ~5,9722 x 10**kg e raio Ry ~ 6371km, a forca gravitacional que ela exerce sobre uma
particula de massa m a uma altura s acima de sua superficie é:

MTm
Fo=—-G——t.
& (Rr +h)?
Se h < Rr, temos, com excelente aproximagao,
M
Ry
que podemos reescrever cCOmo
Fg = mg
(ou P = mg), com
o GMr
——F
R7
cujo médulo é (fagas as contas, com G = 6,6743 x 10~ m3kg~'s72):
GMr
§= o 9,8m/s>
T

A partir da igualdade (154), podemos concluir que a energia potencial de uma particula de massa
m a uma altura 4 (ndo necessariamente muito menor que R7) acima da superficie da Terra é:
M Tm M T

m
G U

em que podemos escolher para ro um valor qualquer > Ry. Escolhendo ro = Ry e U(ry) =
U(ro) = U(Rr) = 0 (ou seja, escolhendo fazer nula a energia potencial gravitacional da particula
- ou melhor, do sistema Terra-particula - na superficie terrestre), obtemos:

M Th M Tm

- _ ) 1
Us GRT+h+G Ry (156)

Considerando, em (156), h < Rr, obtenha, através do uso da aproximagdo binomial em (12), a
expressao em (152).

Figura 33: Atividade 4-80.
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Atividade 4-81: A Fig.34 ilustra uma particula de massa m na posic¢ao r, ligada a origem do
sistema de coordenadas por uma mola de tamanho L, quando relaxada. Considerando que a forca
exercida pela mola sobre a particula obedece a lei de Hooke,

Felast = —k(r — L)T, (157)

em que k € a constante eldstica da mola e r — L € o que chamaremos de deformacdo da mola
(que € negativa, se r < L), fazendo uso da igualdade (139) obtenha a expressao

U(r) = %k(r L2 %k(ro — L)+ U(ry) (158)
para a energia potencial eldstica da particula de massa m (ou, como € mais comum dizer, do
sistema massa-mola). (Dica: revise a Atividade 4-71b.) Como podemos escolher qualquer valor
para ry (desde que a lei de Hooke permaneca aplicavel)>® e para U(ry), as op¢des que mais
simplificam a expressdo para U (r) sdo ro = L e U(ry) = 0. Com estas escolhas, obtemos - agora
denotando a energia potencial elastica por Uelast?’

1
Uelast = Ek(r—mz, (159)

que é uma expressao que voce deve conhecer desde seu estudo de mecénica no ensino médio

e 9

(embora 14 provavelmente tenha sido usado “x” para a deformac@o da mola, resultando em
Uelast = kx* /2.). A vantagem deste desenvolvimento, em relagdo a obtengdo usual da expressao
Uelast = kx? /2, € que o movimento da particula néio estd restrito a uma tnica diregao.

Z

Felﬂst = —k(r—L)f‘

VA

Figura 34: Atividade 4-81.

Atividade 4-82: Nos fisicos devemos buscar desenvolver uma combinacdo adequada de intuicdo
e rigor - seja realizando um trabalho tedrico, seja em uma atividade experimental, ou compu-
tacional, ou de ensino, entre outras possibilidades. Quando nos falta intuicdo, em geral ndo
vamos muito longe - mesmo que tenhamos grande dominio de uma determinada técnica. Por
outro lado, intui¢do, por si s6, quase nunca basta; precisamos desenvolver a destreza técnica que
possibilitard nossa intuicdo nos levar a certos lugares interessantes. E claro, garantias ndo h4;
mas nossas chances de aprender bem algo, e de realizar um bom trabalho, aumentam quando
buscamos combinar - em alguma medida, respeitadas nossas inclinagdes - intui¢do e rigor. Fica

36Se escolhermos, digamos, um valor muito grande para ry, a lei de Hooke ndo serd mais aplicdvel: ou porque a
mola terd sido deformada permanentemente, ou porque teremos saido do regime linear, em que o médulo da forca
elastica é proporcional ao médulo da deformacdo r — L da mola.

>TPerceba que nio necessariamente precisamos fazer ro = 0 para obtermos a expressio para Up s em (159);
podemos escolher um ry qualquer (novamente, desde que a lei de Hooke permanega aplicavel), e fazer U(rg) =
k(ro—L)*/2.
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a dica. E como desenvolver intuicao fisica relativamente a energia potencial de uma particula?
Bem, talvez vocé ja tenha essa intuicdo bem desenvolvida. Mas como ndo sabemos, vamos
apresentar aqui uma sugestao - e, por favor, ndo a tome como a tnica forma possivel. A forma
como expressamos U(r), em (139), foi pensada, 14 atrds, ja tendo em mente a sugestdo que
apresentaremos a seguir. Vamos repetir aquela igualdade aqui:

U(r) = /F(f') dF + U (rp).

a) Vamos considerar, inicialmente, que a integral acima € positiva. Lembrando do teorema
trabalho - energia cinética, podemos concluir que tal integral expressa a contribuicdo da forca
conservativa F para o ganho de energia cinética da particula, quando ela é movida da posi¢do r
para a posigdo ry. Convenga-se disto. Ao escrevermos a igualdade acima podemos entdo pensar
U (r) como uma energia “armazenada”, em forma “potencial”, que se transforma - parcial ou
integralmente - em energia cinética, quando a particula é movida da posi¢do r para a posi¢do ry.
A transformagdo € integral se U (rg) = 0; do contrdrio, U(ry) € o que sobra de energia potencial,
quando a particula chega a posicdo ry. Esta € a nossa sugestdo, para o desenvolvimento de
intuicdo fisica sobre U (r). Mas entenda: ndo estamos dizendo que existe, de fato, uma “energia
armazenada”, em forma de energia potencial, na particula. Até a energia cinética, que parece
algo bem mais concreto, ndo € uma forma assim tao concreta de energia. Quer ver? Se vocé
tem um frasco de perfume em sua mao, e vocé€ move essa mao, ha perfume no frasco - seja no
referencial de sua mao, seja no referencial do solo. Mas enquanto esse frasco tem energia cinética
no referencial do solo, ndo tem no referencial de sua mao (pois ele estd parado em relagao a ela).
Ou seja, ao contrario do perfume no frasco, a energia cinética “some” com uma simples troca
de referencial. Mesmo assim, € muito, muito tutil desenvolvermos alguma forma de intuicao
fisica, relativamente a energia potencial, e a tudo o mais em fisica. NOs fisicos gostamos de dizer
coisas como “energia armazenada”, ou como “esta particula ‘ndo enxerga’ aquela outra, por estar
blindada por uma barreira metélica...”. E claro que ndo estamos sendo literais ao usarmos uma
expressdao como “nao enxerga”, mas ela expressa - de forma quase poética - 0 nosso sentimento
sobre o problema em questdo, entende? Muito bem, sua tarefa, neste item da atividade, € revisitar
sua realizagdo da Atividade 4-79a, mas agora com este novo olhar para U(r), como estamos
sugerindo aqui.

b) Agora, vamos considerar que a integral em (139) € negativa. Adapte a exposi¢ao do item a
para este caso, e revisite sua realizacdo das atividades 4-79b, 4-80 e 4-81. (Dica: perda pode ser
pensada como ‘“ganho negativo™.)

Aplicacao a fisica: conservacio do momento linear e conservacao do momento angular de
uma particula

Como tratamos da questdo da conservagao da energia de uma particula, achamos interessante
analisar também a conserva¢ao do momento linear e a conservacdo do momento angular de uma
particula.

Atividade 4-83: A partir da segunda lei de Newton (trabalhando com um referencial inercial),
mostre que se a forca resultante sobre uma particula € nula, seu momento linear, p = mv, é
conservado - ou seja, se mantém constante. Mostre também que se 0 momento linear de uma
particula é constante, a forca resultante sobre ela é nula. Dica: comece reescrevendo a segunda
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lei de Newton, a = Fyes/m, na forma

dp

i Fres. (160)

Atividade 4-84: O momento angular L. de uma particula de momento linear p = mv € definido
como L =r X p, em que r € o vetor posicao da particula, no sistema de referéncia adotado e no
instante ¢ considerado. O torque T de uma for¢a F sobre essa particula, em relagdo a origem do
sistema de coordenadas, € definido comot=r X F.

a) Mostre que se F € a tnica forca que age sobre a particula - sendo, portanto, a for¢ca resultante
sobre ela -, temos

dL
3 =" (161)
(Dica: voce fard uso da regra do produto expressa na igualdade (66).)
b) Considerando que sobre a particula agem, ao todo, N forcas Fy,F,, ..., Fn, cujos torques sdo,
respectivamente, Ty =r X F1,Ty =r X F,,..., Ty =r X FN, e definindo o torque resultante Tyes
como a soma desses N torques, obtenha a seguinte igualdade:>®
= (162)

conhecida como segunda lei de Newton na forma angular (compare (160) e (162)).

¢) Mostre que se o torque resultante sobre uma particula é nulo, seu momento angular L. é
conservado - ou seja, se mantém constante. Mostre também que se 0 momento angular de uma
particula é constante, o torque resultante sobre ela € nulo.

d) Dizemos que uma forca F é uma forca central se ela aponta sempre para um mesmo ponto -
ou seja, para um determinado centro - ou, entdo, se ela aponta no sentido oposto - ou seja, “para
fora daquele centro” (veja a Fig.35). Escolhendo, convenientemente, um sistema de coordenadas
cuja origem € esse centro, podemos expressar F como

F=—-F(r)t ou F=F()f,

conforme a for¢a F aponte para a origem do sistema de coordenadas (Fig.35a) ou para fora dela
(Fig.35b), respectivamente. E claro, F(r) = |F(r)|. Se F(r) = F(r) - ou seja, se 0 médulo de F
depende apenas do médulo de r -, dizemos que esta forga central é esfericamente simétrica.”
Mostre que o torque de uma forca central (ndo necessariamente esfericamente simétrica) em
relacdo ao centro correspondente é nulo. Como consequéncia, 0 momento angular de uma
particula sujeita a acdo de uma forca resultante central é constante, em relagdo a esse centro.®’

38E claro, temos em (161) um caso particular de (162).

90bserve que as for¢as Fg e Fepast, em (153) e (157), respectivamente, sdo forgas centrais esfericamente
simétricas. Na Parte IV desta série mostraremos que toda forca central esfericamente simétrica é conservativa, e que
toda forca central conservativa é esfericamente simétrica.

60Segue disso a segunda lei de Kepler, como vocé verd realizando a Atividade 4-85.
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(@) (b)

Figura 35: Exemplos de forgas centrais agindo sobre uma particula de massa m.

Aplicacao a fisica: a segunda lei de Kepler como consequéncia imediata da conservacao do
momento angular de uma particula sujeita a uma forca resultante central

Com a realizacdo da Atividade 4-84, esperamos que vocé tenha se convencido de que o momento
angular de uma particula sujeita a acao de uma forga resultante central é constante, em relagdo a
esse centro. Na Atividade 4-85, vocé fard uso desse resultado para obter a segunda lei de Kepler,
que vocé deve conhecer de seus estudos de gravitacdo no ensino médio.

Atividade 4-85: A segunda lei de Kepler afirma que a linha imagindria que liga o Sol a um
planeta varre dreas iguais em intervalos de tempo iguais. A Fig.36 ilustra o deslocamento de
um planeta entre os instantes ¢ e t +dz. O vetor posicao do planeta, r, vai do centro do Sol ao
centro do planeta, e varre a drea dA no intervalo de tempo dt.
a) Convenca-se de que a segunda lei de Kepler afirma, equivalentemente, que dA/d¢ tem o
mesmo valor, qualquer que seja o instante ¢ considerado. Assim, se voc€ conseguir mostrar que
dA/dr € constante, terd demonstrado a segunda lei de Kepler. Serd sua tarefa nos préximos itens.
b) Mostre que

dA L

dt 2m’
em que m € a massa do planeta e L € o mddulo de seu momento angular, em relag@o ao centro do
Sol. (Dica: faca uso da interpretagdo geométrica do produto vetorial para obter uma expressao
para dA a partir da Fig.36. Observe a Fig. 17c.)
¢) Sabendo que a forca que o Sol exerce sobre um planeta € uma forga central, e revisando sua
realizag¢do da Atividade 4-84, mostre que dA/dr é constante.

dr
Figura 36: Atividade 4-85.
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S Conclusao e Perspectivas

Se vocé concluiu o estudo deste material - incluindo a realizagdo de todas as atividades (isso
¢ muito importante) - e também estudou nosso texto anterior (Silva & Peixoto 2020), adquiriu
praticamente toda a base matematica necessdria ao estudo da parte de mecanica de uma colecao
de fisica bésica em nivel universitario como a de Tipler e Mosca (Tipler & Mosca 2009a,b,c),
em que sao cobertos 0s seguintes tOpicos:

¢ Cinematica escalar e cinematica vetorial;

Leis de Newton;

Trabalho, energia cinética, energia potencial, energia mecanica e conservagao da energia;
* Conservac¢ao de momento linear;
* Conservacdo do momento angular;

Gravidade;

Equilibrio estético e elasticidade;
¢ Fluidos.

Dizemos “praticamente” (toda a base matematica) porque vocé precisard saber, adicional-
mente, que a derivada de senx € cosx, e que a derivada de cosx € —senx (por exemplo, para
a demonstracao do resultado apresentado no item ¢ da Atividade 4-80, ou para o célculo do
centro de massa de um aro semicircular), mas veremos isso logo no inicio da Parte II desta série.
Por outro lado, a menos deste tépico adicional, vocé trabalhou, aqui, bem mais do que seria
estritamente necessdrio ao estudo da parte de mecanica do Tipler e Mosca, mas isso ird ajudd-lo
ou ajuda-la a se preparar para textos de fisica mais avangcados. Nada do que vocé estudou aqui
estd desvinculado da matemaética que voce€ usard em seus estudos de fisica na graduacao.

Atendendo a solicitacao de um dos pareceristas, apresentaremos a seguir o nosso planejamento
para as demais partes desta série (pensada ao longo de varios anos):

* Na Parte II, voltaremos as funcdes reais de uma variavel real, e trabalharemos com
varios tipos de funcdes ignoradas neste texto e no texto anterior do projeto Matemdtica
para Fisica (Silva & Peixoto 2020), como as funcdes logaritmicas, exponenciais, trigo-
nométricas e trigonométricas inversas. Veremos também algumas técnicas de integracao, e
o importantissimo conceito de uma série infinita, entre outros topicos.

* Na Parte III, trabalharemos nog¢des de programagdo em linguagem C, de calculo numérico
e de fisica computacional, envolvendo tépicos das Partes I e II, e preparando os estudantes
para a realizacdo de atividades computacionais nas partes subsequentes da série. Faremos
isso de tal modo que os estudantes que preferirem fazer uso de outra linguagem de
programac¢do ndo terdo maiores dificuldades. Ou seja, nossa abordagem sera quase
algoritmica; ndo exploraremos aspectos mais sofisticados de programacdo em linguagem
C (como “ponteiros” ou “apontadores”).

* Na Parte IV, introduziremos coordenadas curvilineas (coordenadas polares, cilindricas
e esféricas), continuaremos o estudo de vetores (trazendo novos conteidos, como 0s
teoremas fundamentais do calculo para divergéncias e para rotacionais) e trabalharemos
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topicos de geometria analitica de grande interesse na fisica, como cOnicas - especialmente
em coordenadas polares.

* Na Parte V teremos, nesta série, nosso primeiro contato com nimeros complexos, com
destaque para a importante férmula de Euler (vilida para todo nimero real 8): ¢ =
cos0 +isenB, em que e € o nimero irracional chamado “niimero de Euler” (seu valor
aproximado é 2,71828) e i é a unidade imagindria, que satisfaz a igualdade i> = —1. Em
seguida, faremos uso de nimeros complexos em nosso estudo de equacdes diferenciais
(iniciado, informalmente, na Parte II). Teremos, ainda, uma breve introducdo as equagoes
diferenciais parciais e as séries de Fourier, e discutiremos topicos relacionados a ondas
viajantes e a ondas estaciondrias, entre outros.

* A Parte VI serd voltada a probabilidade, e envolver4, paralelamente ao desenvolvimento
matemadtico (informal) da mesma, uma quantidade consideravel de simulagdo computacio-
nal, tomando como base o conteudo correspondente trabalhado na Parte III.

e Na Parte VII, teremos uma introducdo a dlgebra linear, mas dando aten¢ao especial a
chamada notacdo de Dirac, bastante usada na mecanica quantica. Ao final, havera uma
breve introduc¢do a transformada de Fourier, pouco explorada em textos introdutdrios de
matematica, mas de grande importancia na fisica.

* As Partes VIII, IX, X e XI trardo, respectivamente, topicos complementares de matematica
importantes para o estudo de mecdnica cldssica, eletrodinamica cldssica, mecanica
qudntica e termodindmica e mecdnica estatistica, em nivel intermedidrio (ou seja, no nivel
tipicamente trabalhando na segunda metade de um curso de graduagao em fisica).

* Haver4, ainda, mais dois textos, finalizando o projeto Matemcdtica para Fisica: um sobre
uma revisdo de topicos de matematica da educagdo bésica, da perspectiva de fisicos, e
considerando o que é mais importante dentro da proposta deste projeto, € outro com
orientacdes quanto as diversas possibilidades de uso dessa colecao de materiais didaticos.

Ficaremos felizes se vocé puder partilhar conosco sua experiéncia de aprendizagem e de aplica¢io
a fisica do conteudo aqui estudado, enviando-nos um e-mail.

E, mais uma vez, pedimos que nos ajude a divulgar este material didatico. Ele esta disponivel a
todos, e foi financiado pelo povo brasileiro.
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Agradecemos a todos que, de formas multivariadas, contribuiram e t€m contribuido para a
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Apéndice A: Respostas para as atividades

9x3z + 6xy°7 3x%yz
2-1)a) ———= b) ——— ¢) 3x%\/x2 +y2
/X2 2 /X2 +y2 Y
2-2)b)x=1ez=2y
2-3) a) 6y72 b) 6yz> 00 d)o

2-4) b) /4,01 ~2,0025, \/4,1 ~2,025. ¢) A aproximacio obtida para /4,01 é melhor que a obtida para
V4,1, como esperado, pois o valor de Ax é menor no primeiro caso.

2-5) b) Com Ax = 0,2, obtemos: f(1,2) ~ 1,4 e g(1,2) = 1,4. Mas f(1,2) = 1,44 e g(1,2) = 1,82 (arre-
dondando, usando apenas duas casas decimais). Portanto, a aproximacdo f(1,2) ~ 1,4 € boa, enquanto a
aproximacdo g(1,2) ~ 1,4 ndo é.

2-6) a) Basta trocarmos x por xo na aproximagao do enunciado.

b) Basta fazermos Ax = x — xp na aproximacao do item a.

¢) Basta fazermos xp = 0 na aproximacdo do item b.

2-8) Sim, EF e g &S para v < c.

2-10) Sim, Foaticula-disco = Fraricula-particula> Para x > R.

— 93 2.2 _ _ X Y
2-11) a) dz = 2xy” dx + 3x°y~dy b) dz = 2xdx+2ydy c)dz \/mdx—i- \/}mdy
2-12) a) Entre 2,88 x 10* mm? e 2,92 x 10* mm?> b) O mesmo resultado do item a
2-14) ) t em mm?/s (estando ¢ expresso em segundos). Também podemos escrever: ( 143071: msr;n ) °.
2-15) a) 72t8
3-2) 359,5uC
3-3)5/3
3-4)1/3
3-6)a)8/3 b) 28/3 ¢) 1052/21
3-7) 930uC
3-8) a) 4/3 b) 34/3 ¢) 5247/56

3-9) ~ 359,8uC

3-11) 2/3 + 6t

3-12) 2/3 + 651>

4-4) a) V10 b) V13 ) V26 d) V13 el f)1

4-6) a) /14 b) V14 ) V14 d) V14 e) V14 V14 g) 3v2
h) V17 i1 j 1 k) 1

4-7) (6,7)

4-8) a) (3,4,-7) b) (—1,0,0)
4-9) a) /74 b) 1

4-11) /33

4-15) 5

+19.8= (05,35 J5)

4-17) 17i+4j—5k

4-19) u— V—(ux—vx)l—l—( —vy)j+ (u;—v)k
4-20) i = ﬁ( i+j+k) e ¥= \i@(iJrj)
4-26)u-v=-2 ¢ 6~97,4°

4-30) 60°

4-32)ixk=—j, jxi=—-k,e kxj=—

4-37) a) 6i — 6j b) 2j+ 2k ¢) 16 d) 52
4-38) O produto vetorial ndo € associativo.

4-40) j

4-41)b(a-c)—a(b-c)
4-42) 6°i+ 10tk
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4-46) 241> — 20

4-47) a) 6ti— 1212 j, no Sistema Internacional de Unidades ~ b) No instante ¢ = 15, @, = (66/5)m/s> e
a, = (12/5)m/s?

4-48) dv/dt = —15¢2i+6tj, d’v/dr*> = —30ti+6j, d’v/dr® = —30i, d"v/df" =0 (paran > 4)

4-49) (1/2)i—j+(1/2)k

4-50) 225

4-52) b) 10i—20j

4-53) a) 5m/s b) z = 2x*/3

4-54) a) 2¢/13m/s> b) v/145m/s ¢)a; = (34/5)m/s* e a, = (12/5)m/s?

4-56) Basta trocarmos ¢ por t — fy naquelas expressdes, obtendo: r(r) =rg+ vy (t —19) + %g (t—19)2,
x(t) = x0+vo, (t —19) e y(t) =yo+vo, (t —to) — 38 (t —t9)*

4-58) a) 96J e —961], respectivamente b) 1207, para os dois caminhos
4-59) a) —162]J b) —81J

4-61) a) mgh b) —mgh

4-63) a) —6zk b) (—1/x%)i ©)i+j

4-64) Sim, é o mesmo. O campo escalar, neste caso, ¢ o campo de concentra¢io, no ar (em um certo
instante), das moléculas exaladas pela presa, e o gradiente deste campo escalar aponta na dire¢ao e no
sentido de sua maxima varia¢do, levando o predador a localizar a presa. Afinal, em condi¢cdes normais, a
concentragdo ¢ maior préximo a presa.

4-65) b) Sim, esta.

4-67) 0P /dx = D; ®(x,y,z), 0P/dy = quD(x,y,z), 0®/dz = D P(x,,2)

4-68) a) 0 b) —1/(x*v2) ) V2

4-69) a) 32 e —32, respectivamente ¢) 0 ao longo da diagonal e —272/15 ao longo da pardbola
4-70) 40, ao longo de todos os caminhos

avmi(it) W

B

477 V(r) =k/r
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