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Resumo: O presente trabalho apresenta um estudo aplicado a problemas modelados por leis de con-
servacao, com condi¢des iniciais e de contorno apropriadas. Em particular, abordaremos a aplicacdo de
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métodos limitadores com &nfase no método limitador de inclinagdo na solugcdo das equagdes de dguas

rasas no caso linear e ndo linear. Apresentamos através de exemplos numéricos um estudo comparativo
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do comportamento de diferentes func¢des limitadoras.

Palavras-chave: Leis de conservacdo, Métodos limitadores, Equagdes de dguas rasas.

Application of the slope limiters method for conservation laws - Shallow water equations
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Abstract: The present work presents a study applied to problems modeled by conservation laws, with
appropriate initial conditions and contours. In particular, we will approach the application of limiting
methods with emphasis on the slope limiting method in the solution of the shallow water equations in
the linear and non-linear case. We present, through numerical examples, a comparative study of the
behavior of different limiting functions.

Key words: Conservation laws, Limiting methods, Shallow water equations.
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Aplicagcdo do método de limitadores de inclinacao

Introducao

As Leis de conservagdo sdo equacdes diferenciais parciais (EDP’s) que estao presentes
em muitos problemas nos campos da Matemdtica Aplicada e da Fisico-Matematica. E um
assunto desafiador pois, envolve dominios matematicos desde a andlise a geometria do
problema. Na grande maioria dos problemas as equacdes a ser estudadas sao nao lineares
ou quase lineares, o que torna a modelagem mais sofisticada e desafiadora. Segundo a
literatura apresentada em Cuminato |(2013)), |[LeVeque |(1992) e Bezerra | (2003), nas leis
de conservacgdo ou equagdes hiperbdlicas as solugdes podem apresentar descontinuidades
que se propagam ao longo do tempo; dificultando o cédlculo de solu¢des aproximadas
utilizando o método de diferengas finitas. Na busca de apresentar solu¢des aproximadas
de qualidade a pesquisa nessa drea, evoluiu na direcao dos métodos de volumes finitos. A
seguir temos a representacao geral de um sistema de leis de conservagao

odu of(u)
o " Tox
onde u € um vetor de kK componentes que dependem das varidveis ¢ (tempo) e x (espaco),
e f é a funcio fluxo R* — R,

Equagdes como estas sdo denominadas leis de conservacdo em comparacao de sis-
temas representados na fisica, tendo como preocupacdo a conservacao de uma grandeza
fisica (energia, momento,...). Neste trabalho abordaremos as leis de conservagdes hi-
perbdlicas linear e ndo linear do sistema de equagOes de dguas rasas que possul uma
Unica variavel espacial.

Para o caso de leis de conservagio lineares, quando consideramos o fluxo como f(u) =
Au em que A é uma matriz constante, a Eq. toma a forma u; + Au, = 0.

Se temos uma tnica lei de conservagdo ou seja apenas uma equagdo, obtemos a
equagdo de adveccdo u; + au, = 0 que descreve a propagacdo de uma onda unidirecio-
nal com velocidade a. No caso vetorial (vérias leis de conservagao) o sistema linear € dito
hiperbdlico se a matriz A é diagonalizdvel e todos seus autovalores s@o reais. Neste caso
a solucdo exata pode ser obtida explicitamente ja que o sistema pode ser transformado
em um sistema desacoplado de equagdes de adveccdo. Para o caso ndo linear podemos
escrever Eq.(I)) como

=0 (1)

ou ou

sendo A(u) = Vyf(u) é a matriz jacobiana do fluxo, em que

09
ouy’ " duy

0

V= (

considerando A(u) uniformemente diagonalizdvel com autovalores reais para cada u.
Neste caso as solu¢des podem ser descritas mediante expressoes que dependem de forma
nao linear da prdpria solucdo, esses aspectos contribuem para a presenca de desconti-
nuidades, assunto abordado em [Richardson | (1911), |Berezovski, A., Engelbrecht, J. &
Maugin, G. A. |(2000) e Menezes | (1996) aplicado ao nosso estudo.

Metodologia

Nossa proposta de pesquisa ¢ um estudo direcionado ao sistema de equacdes de dguas
rasas linear e nao linear e a solu¢cao numérica das mesmas.
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Além disso, revisitaremos conceitos sobre sistemas de leis de conservagao e realizare-
mos um estudo comparativo de eficicia de esquemas de alta ordem baseados em métodos
limitadores. A ideia é generalizar a formulag¢do do caso linear para o caso nao linear, no
entanto, deparamos com o fato de como escolher um fluxo numérico para o problema nao
linear, pois o desenvolvimento para solu¢do de equacdes nao lineares sao as vezes mais
complexos e menos gerais do que € possivel para os problemas lineares.

A plataforma utilizada para realizar as simulacdes apresentadas neste trabalho € o Go-
ogle Colaboratory, também chamado de Colab, que é um ambiente de notebooks Jupyter
que ndo requer configuracio e é executado na nuvem. E um servico gratuito hospedado
pelo Google para incentivar a pesquisa de Aprendizado de Maquina e Inteligéncia Artifi-
cial.

Equacoes de Aguas Rasas

As equagdes de dguas rasas descrevem o movimento de um fluido incompressivel
com superficie livre. Com base nos estudos apresentados na literatura de Alvarez, A.
C., Meril, A. & Valino-Alonso | (2012) e Crowhurst | (2013) a respeito dessas equacdes
no caso linear e ndo linear considerando as equagdes unidimensional, observamos que
o modelo € constituido por equagcdes de conservacdo que sdo originadas das equacdes
de conservacdao de massa e de momento linear. O sistema de equagdes de dguas rasas €
composto por duas equagdes diferenciais parciais nao lineares da forma

hy + (i), = 0,

1 5
U + E(u )x+ghx =V
Considerando a matriz A (u) as solugdes na forma de perturbagdes do estado de equilibrio
com hg e vo constantes, obtemos a linearizacdo das equagdes e assim temos o sistema de
leis de conservagdes linearizado

ht + Vohx + houx — 07
u; +vouy + gh, = 0.

No caso do sistema linear a onda pode se propagar sem mudar sua forma, ja no caso
nao linear a propria velocidade, amplitude pode mudar a propagacdo. Embasados na
teoria apresentada no artigo|Alvarez, A. C., Meril, A. & Valino-Alonso |(2012) utilizamos
o estudo apresentado para analisarmos as equacdes de dguas rasas nao linear.

Métodos limitadores

Para a solucao das equacdes hiperbdlicas os esquemas de alta resolucao sao de grande
importancia, estes podem ser obtidos a partir de esquemas conservativos os quais produ-
zem solucOes aproximadas que convergem para solucdo viscosa e resolvem as descon-
tinuidades. Os esquemas na maioria dos casos sao de segunda ordem de precisdo nas
secoes suaves da solucdo, capazes de resolver os pontos de descontinuidades presentes.
Um exemplo de esquema conservativo € o método de Godunov onde as fun¢des de fluxo
numérico sao obtidas a partir da solucdo de problemas de Riemann locais em cada su-
bintervalo da discretizacdo espacial. Este método garante o posicionamento correto das
descontinuidades e produz um esquema numérico conservativo. No entanto apresenta
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uma dificuldade com relagdo a exigéncia de uma solugdo exata de uma sequéncia de pro-
blemas de Riemann a cada passo tempo, desta forma hd um alto custo computacional,
pois nem sempre as solucdes desses problemas de Riemann sdo triviais, pois envolvem o
calculo de autovalores.

Os métodos TVD (Total Variation Diminishing) sdo de grande interesse para o desen-
volvimento da metodologia deste trabalho, estes métodos por sua vez tem estratégia evitar
o aparecimento de novas oscilacdes a cada passo de tempo. Para um esquema ser TVD
ele deve ser conservativo, pelo que a limitacdo impede o surgimento de novas oscilacdes
nos extremos. Este método sé pode ser de primeira ordem, caso queiramos que seja de
segunda ordem, temos que combinar métodos de segunda ordem e limitadores. Este me-
canismo reduz as oscilagdes nas descontinuidades numéricas sendo capaz de aproximar a
solu¢do de forma mais acurada.

Partimos do sistema de leis de conservacdo Eq.(I)) e consideramos sua aproximagao
por volumes finitos. Sendo U;(z) a aproximagdo dos valores u(x;,#) da solugéo e F(y) o
fluxo numérico com a propriedade

) =1 [ ROy

diferenciando em ambos os lados obtemos

of(u(x)) F+4H-Fx-1) ‘

ox h

Introduzindo a representacdo F . 1 = F(x; £ %) chegamos na forma conservativa
JE2

v e
dt h
Para escolha do fluxo numérico a literatura apresenta varios tipos a serem utilizados
entre eles como exemplo os fluxos de Lax—Friedrichs, Lax—Wendroff e Roe.
Fluxo de Lax-Friedrichs é dado por
f)+fv) o

F(u,v)= f—z(v—u).

Esse fluxo numérico é monétono, se o0 > max,, | f'(w) |, garantindo a estabilidade e
recuperagdo da solugdo de entropia. Se o esquema € monotono € se possui proprieda-
des TVD garante a estabilidade e recuperagdo da solug@o de entropia.

Fluxo de Lax—Wendroff para o caso ndo linear € menos imediato tem como fluxo

Pl =T K i (1)~ )

onde it = 4.

Fluxo de Roe € utilizado para o caso de sistemas nao lineares. Consideramos um
fluxo numérico via linearizagao, f* (u*) = A*u*, sendo A* uma matriz diagonalizavel e os
resultados do problema linear de Riemann, apresentado na literatura Hesthaven | (2018])

nos apresenta o fluxo numérico de Roe

f(u;) +f(u,)
2

Lo
r= — 1A, — )
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em que |A*| representa a matriz valor absoluto correspondente a matriz A*.

Os dois primeiros fluxos foram apresentados para o caso de uma lei de conservacao,
a extensao para um sistema de leis de conservacao do fluxo Lax—Wendroff é obtida subs-
tituindo f”(i7) pelo Jacobiano do fluxo V,f avaliado em 1 e para o fluxo de Lax—Friedrichs
modificando o o para incluir a dindmica das ondas multiplas considerando o > maxy (tmax)
em que Ly = max; | g (Vuf(w)) | e g (A) representam os autovalores da matriz A.

Os métodos limitadores podem ser classificados como, limitador de inclinag¢do inspi-
rado no método de volumes finitos; mas iremos fazer uma abordagem usando o limitador
de fluxo inspirado no método de Godunov. O método de Godunov consiste em uma
discretizagdo na forma conservativa e a evolucao da solugdo € obtida atraves da resolugdo
de problemas de Riemann |Cuminato | (2013). Especificamente a solu¢cdo no tempo #,,41 €
obtida como

At
n-+1 n n n n n
Vit =vj- h [F(v}e1,v) —F (v}, vi)],

obtido diretamente da lei de conservagdo, onde utilizamos a solu¢cdo ndmerica para t,

para construir uma fungdo constante por partes v} = ¥(x,;) em [x resolvendo

| =45+
um problema de Riemann.

Um método mais eficiente, em que ndo € necessario resolver o problema de Rie-
mann a cada passo, é dado pelo esquema monétono centralizado para leis de conservagao

(MUSCL). Neste caso se supde que a solucdo em cada célula [xjf 1X01 ] pode ser ex-

oA e . Su; . . - -
pressa como um polindmio linear, sendo = a inclina¢@o da solugdo

uj(x) =u;+ (x_hxj> Sllj.
A representacao do esquema MUSCL ¢€ apresentada por Hesthaven | (2018)

_ ., At _

! =0t —[Fu_ ,,u’ o
J h Jtz7 Jta J=2

a ideia do método € escolher o incremento que precisa garantir a propriedade TVD. Con-

siderando

+
jf

+ = n
u’ , =ua;—7, 10u;
-3 T T
u, , =u . ou’
ot T WY o
sendo para o caso linear y. 1 = 1tk | =152 e A = % ¢ o5 incrementos sdo obtidos
p j—1 2 0 4l 2 ho

usando a funcdo minmod |LeVeque | (1992). Obtemos que

|

onde a fun¢do minmod € definida por
a, sela|<|b|,ab>0

minmod(a,b) = ¢ b, se |b| < |a|, ab>0
0, seab<0
Temos entdo que a escolha das inclinagdes € o elemento fundamental, pois precisamos

considerar a precisao, estabilidade e garantir que o método € TVD, para isso impomos
limites sobre as inclinag¢des através das funcdes limitadoras.
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Analise dos resultados

Nesta secdo apresentaremos o exemplo investigado na aplica¢do dos esquemas limi-
tadores de inclinacdo ao sistema de dguas rasas. Como vimos anteriormente esquemas
limitadores sdo usados em esquemas de alta resolugdo, atua nos fluxos do sistema, evita
oscilacdes que de outra forma ocorreriam com esquemas de discretizagdo espacial de alta
ordem devido a choques, descontinuidades ou mudangas bruscas no dominio da solugao.
E os equemas limitadores de inclinagdo € usado quando o limitador atua nos estados do
sistema (como pressado, velocidade,momento).

Reescrevemos o sistema de equagdes de dguas rasas nao lineares na seguinte forma

Ay +dx (hut) = 0,
3y (hut) + 0y (mﬂ + §h2> ~0.

No primeiro caso, consideramos como condicao inicial o seguinte problema de Rie-
mann
h;, se0<x<x

h(x) =
hy, sexo<x<L

com h; < h,, e u(x) = 0. Esse problema modela o rompimento instantdneo de uma barra-
gem entre dois reservatorios, em que o fundo € plano e ndo ha atrito.

Tomamos os seguintes parametros para a barragem: i; = 0.005m, h, = 0.001m, xo =
Sm,L=10me T = 65s. Temos nesse problema que /4, # 0, escolhemos os parametros da
discretizagdo h = L/n, com n, = 1024 e CFL = 0.99.

Os resultados sdo apresentados a seguir Figura 1 e Figura 2.

0.005 aproximacas tipo LF
aproximacas tipe Minmod
aproximacas tipe Musc|
aproximacao tipe SuperBee

0.004 aproximacao tipo TVB

Sol.analitica

0.003

0.002

0.001

Figura 1: Gréfico de compara¢do Solugdo analitica e aproximacdes,Limitacdo Lax-
Fredrichs, minmod, MUSCL, SuperBee e TVB. Fonte: Elaborada pelo autor.

O comportamento de cada aproximacdo, MUSCL e SuperBee tem comportamento
parecidos com o minmod, porém este demora a capturar uma solucao, ja, os outros dois
capturam uma solucao no tempo 6.2 a 6.3. TVB possui um bom comportamento dentre
todos, no entanto acha solu¢c@o somente no tempo 6.4 a 6.6. Podemos dizer que ambos os
tipos apresentam resultados caracteristicos ao longo do tempo, aplicados aos parametros
adotados.
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Figura 2: Gréfico de Erro aproximagdes. Fonte: Elaborada pelo autor.

No segundo caso, temos 0 rompimento instantaneo da barragem que separa um reser-
vatério de uma regido seca. Vejamos as condi¢des modificadas aplicadas ao problema de
Riemann.Temos u(x) = 0, sendo A; a altura da d4gua no reservatdrio.

h; >0, se0<x<xg

h(x) =
h,=0, sexo<x<L
0.005 P e e e === aproximacao tipo LF
* === @proximacaoc tipo Minmod
aproximacao tipe Van Albada

ooQ44 4+—- 0 — — — A Sol.analitica

0.003

0.002

0.001

0.000

0 2 4 6 8 10

Figura 3: Gréfico de comparagio solug@o analitica e as aproximagdes Lax-Fredrichs, minmod e
Van Albada, com i, =0 e CFL = 0.50. Fonte: Elaborada pelo autor.

Comparamos os casos 1 e 2, ambos para a mesma discretizacao e aproximacoes, per-
cebemos que o problema com Ar = 0 nesta aplicag@o possui algumas limitacdes em meio
a discretizacdo e os paramétros adotados. Observamos que Lax-Friedrichs e minmod pos-
sui um melhor desempenho perto dos outros limitadores, ambos refinam bem as equacdes
e capturam uma solu¢do aproximada, através da Figura 3 e Figura 4 observamos que am-
bos tipos encontram solucdo no tempo t =7.50 at =7.75 e Lax-Friedrichs captura melhor
as nao linearidaes.
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Figura 4: Grafico de Erro,aproximacao limitadores para o caso das barragens com /4, igual
zero. Fonte: Elaborada pelo autor.

Os métodos aplicados no problema anterior ndo apresentam eficicia comparada ao
método Lax-Friedrichs e minmod, isso ocorre por ser um caso especialmente delicado,
pois h, = 0, e nem todos os tipos possuem funcionalidade sobre o problema testado.
No entanto fizemos alguns testes e observamos que ao mudarmos alguns parametros te-
mos alguns resultados interessantes e relevantes, por exemplo alguns tipos de fungdes
de limitag¢do funcionam perante a mudanga de alguns parametros. Analisamos um caso
interessante modificando o parametro CFL = 0.50 e N = 1024 as fung¢des limitadoras
de Van Alba e minmod sendo aplicado juntamente com Lax-Friedrichs, apresentam bons
resultados sendo a minmod o que se comporta melhor.

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos o método limitador de inclinacdo e o aplicamos ao sis-
tema de equacdes de dguas rasas. Diferentes funcdes limitadoras foram usadas em dois
casos de estudo, os melhores resultados foram obtidos em ambos os casos usando a fung¢ao
limitadora minmod. No segundo caso de estudo, devido a singularidade do problema al-
guns limitadores ndo funcionam corretamente.

No futuro, com o avango nos estudos iremos analisar o comportamento desse método
na aproximacodes de outras solu¢des das equagdes de dguas rasas. Em particular, iremos
estudar as solucdes de tipo soliton generalizado apresentadas em Alvarez, A. C., Meril,
A. & Valino-Alonso | (2012)).
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