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Resumo: Neste trabalho, a formulagdo da dupla reciprocidade no método dos elementos de contorno é
revisitada numa aplicacdo a problemas de campo vetorial como sdo os problemas elastodinamicos. Sdo
estudados problemas onde a resposta dindmica é resolvida utilizando o esquema de Houbolt para a
integracao temporal. Dois exemplos sdo apresentados, resolvidos e o desempenho deles é comparado com

solucdes analiticas. Finalmente é analisado o efeito da introducéo de pontos internos no dominio do corpo.

Palavras chave: Esquema de Houbolt, método dos elementos de contorno, dupla reciprocidade.

Application of the Houbolt method in the boundary element formulation with dual reciprocity

Abstract: This work revisits the double reciprocity formulation in the boundary element method through
its application to vector field problems such as elastodynamic problems. Problems are studied where the
dynamic response is solved using the Houbolt scheme for temporal integration. Two examples are
presented, solved and their performance is compared with analytical solutions. Finally, the effect of
introducing internal points into the body domain is analyzed.

Key words: Houbolt scheme, boundary element method, dual reciprocity.

Introducéo

Na engenharia e nas ciéncias em geral, existe um processo continuo de procura por
novas técnicas, novos métodos de solucio de problemas, e formas diferentes de encarar
problemas tedricos ou prdticos. Muitas vezes esta procura estd direcionada na evolucio, no
aperfeicoamento, na melhora continua, que é fundamento do crescimento da sociedade.

A histéria da humanidade tem muitos exemplos que mostram esta evolugio; e um caso
muito préximo estd relacionado com o computador. Todos lembram aquelas maquinas enormes,
com longos tempos de processamento e, segundo a visdo atual, recursos muito limitados. O
objetivo inicial, com este exemplo comum a maioria das pessoas, ¢ mostrar como o0 progresso
atual do computador estd relacionado com o estudo continuo, as melhoras e o desenvolvimento
de técnicas paralelas, de tal forma que a unido de tudo isso forma o conjunto de mdquinas,
programas, etc., com recursos inimagindveis até poucos anos atrs. E hoje tém-se consciéncia
que, para o futuro préximo, nao hé limites na criatividade humana e muito ainda est4 por vir.

Junto com o desenvolvimento do computador, a engenharia acompanha este progresso,
com intensidade tdo singular como nunca experimentou em todas as épocas anteriores. Assim,
junto ao aprimoramento dos equipamentos, houve a necessidade de desenvolvimento de
ponderosas ferramentas matemadticas e computacionais, que explorassem convenientemente a
potencialidade das novas méquinas.
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Método de Houbolt em elementos de contorno

Dentre as muitas técnicas que poderiam ser mencionadas, destaca-se em primeiro lugar,
o Método dos Elementos Finitos (MEF) (Bathe 1996), que tem especial importincia em razéo da
sua enorme difusdo e receptividade; e segundo, o Método das Diferencas Finitas (MDF) (Burden
& Faires 2008), com grande aceitacio e desenvolvimento.

Posteriormente, surgiu uma técnica, chamada de Método dos Elementos de Contorno
(MEC) (Brebbia er al 2012), ganhando notoriedade gracas a uma série de caracteristicas
vantajosas, como a reducdo em uma dimensao na representacido do problema (Li et al 2018; Ye
et al. 2018; Wang et al. 2019), adequacio a problemas com regides infinitas (Morovati & Malek
2015; Klaseboer et al. 2019; Parvanova et al 2020), melhor captacio de concentracgio de tensoes
(Li et al. 2015; Lei et al. 2017; Mukhtar 2017), entre outras.

Basicamente, pode-se dizer que o Método dos Elementos de Contorno (Brebbia &
Dominguez 1994; Trevelyan 1994; Katsikadelis 2002) transforma equagdes diferenciais parciais,
que governam o dominio do problema, em equagdes integrais envolvendo somente valores de
contorno, apés a introducdo de funcdes de ponderacdo denominadas solugdes fundamentais.
Desta forma, a dimensdo do problema é reduzida de uma unidade e somente o contorno do
dominio precisa ser discretizado. Esta é uma das grandes vantagens do método, porque ao
discretizar somente o contorno vai-se ter uma menor entrada de dados, operacdes numéricas
mais simples e, dependendo da extensdo do problema, um menor dispéndio computacional.

O Método da Dupla Reciprocidade é um procedimento apresentado por D. Nardini e C.
A. Brebbia em 1982 (Nardini & Brebbia 1983) para resolver problemas transientes usando
solucdes fundamentais estdticas, mas que se revelou bastante adequado e eficaz na solucéo de
problemas com agdes no dominio. O objetivo da técnica é transformar a integral de dominio do
termo “forcante”, em uma integral de contorno (Partridge er al 1991; Cheng et al 2001). A
estratégia ¢ de fazer a substituicdo da grandeza que tem as caracteristicas de acio de dominio
pelo produto de duas outras varidveis, ficando apenas uma delas dependente das grandezas
espaciais. A Dupla Reciprocidade surge, entdo, como uma formulagéo alternativa do MEC, que
mediante o uso de funcées auxiliares permite a transformacdo das integrais de dominio em
integrais de contorno, de acordo com os procedimentos cldssicos do método.

O presente trabalho ilustra o método de dupla reciprocidade em problemas lineares de
elastodindmica, revisando sua formulacdo e implementagdo computacional, assim como
apresentando a resolucio de dois exemplos bidimensionais. Para a aproximacao temporal, optou-
se pelo esquema de Houboult (Houbolt 1950; Guendelman 2008).

Metodologia
O Método da Dupla Reciprocidade

A Equacio de Navier, que é uma equacdo de movimento em termo de deslocamentos, é
representada como se vé na equagédo seguinte:

G .
Guj;if“‘muj,ijzpl{j 1)

onde ii; representa o efeito da inercia no corpo, u é o deslocamento, G é o moédulo de
cisalhamento e v é o coeficiente de Poisson. Na equacido (1) e em todas as equacgdes que se
seguem no texto ¢ utilizada a notacio de Einstein ou notacio indicial (Malvern 1969).

Na equagdo de Navier sdo aplicados todos os procedimentos cldssicos do MEC (Nardini

& Brebbia 1983), obtendo-se:
Cij &), &)+ [ iy (E0)u; (9T (x) -

fr s (8,%) py (¥)dT (x) = fg uf; (€,3) pii; (x) A2 @)
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Método de Houbolt em elementos de contorno

onde ' representa o contorno do problema; u;; na formulagio tradicional corresponde a solugéo
fundamental de Kelvin; p;; corresponde a for(;a de superficie fundamental; C; é um coeficiente
relacionado a geometria do corpo e § é o ponto fonte.

A solucéo fundamental para o problema de estado plano num meio eldstico infinito é
dada pela expressédo seguinte (Brebbia et al. 2012),

= m[(_%—élv)ln(r)ﬁij—r,jr,j] 3)

. -1 or
pii(6x) = (1 —v)r {[(1 — )8+ 2ninj 5 — (1=2v)(ninj — 1 ni)} (4)

onde r é a distdncia do ponto de aplicacio da carga ao ponto em consideracdo. A Solugio
Fundamental é um tipo de fungéo utilizada para resolver equagdes diferenciais ndo-homogéneas
sujeitas a condig¢oes iniciais ou condicdées de contorno determinadas, e descreve a resposta do
sistema fisico ao delta de Dirac, que representa uma carga concentrada aplicada no ponto x
(magnitude unitdria).

O Método da Dupla Reciprocidade (Nardini & Brebbia 1983) é introduzido de forma a
expressar o efeito de dominio como uma integral de contorno. Para isso, representa-se este
termo por um somatério de fung¢des na forma indicial seguinte:

il (x) = 66 f" = 6 + 857 + .+ S )

onde os pontos x sdo pontos de colocacdo, f é uma funcdo de aproximacio de base radial e
{éf}, d]-z, ) dj"} é um conjunto de coeficientes iniciais desconhecidos.
Desta forma, a integral de dominio passa a ser escrita como:

[ @ x)pi; )d0 = pey [ 17 ) (&, x) ©

Para transformar o lado direito da equacio (6) numa integral de contorno, é necessario
reescrever f™(x) em termos de uma fungdo auxiliar 7, que precisa satisfazer a equagio de
Navier com o termo de dominio sendo concentrado no contorno como segue:

G\V n]m‘l‘ W Risij — njfk (7)

1—

Substituindo a equacéo (7) na equacéo (6), e verificando que, por analogia as mesmas
operagdes ja desenvolvidas na formulagéo tradicional podem ser empregadas, obtem-se:

! Ir
Clju]+/pfju dl" — f Upjdr ;‘l’n’f‘F/Pu ?dr f ljnn} )p :;1 (8)
Nesta expressdo o termo 1y’ corresponde as forgas de superficie reciprocas, referents a

funcio auxiliar }}, correspondente aos deslocamentos.
A funcgéo auxiliar de interpolagéo é dada pela seguinte expressio (Partridge et al 1991):

(312") Snj — Fin n,} r )
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Método de Houbolt em elementos de contorno

(4—=5V)ruvi— (1 =5V)r,jva+[(4—5V)8,; — rj r,n}% r? (10)

Mnj = dv

1
15(1—v)

or
onde v representa o vetor normal externo ao corpo € 6_1J = UjT,j.

Implementaciio numérica

Uma vez obtida a equacéo integral de contorno é preciso discretiza-la para entio resolvé-
la (Vera-Tudela 2003). Para a discretizacéo da equacéo (8), divide-se o contorno em j elementos
;. A esses elementos estdo associados valores nodais de deslocamentos e forgas de superficie,
em fungio dos quais a variagio destas grandezas dentro do elemento depende das funcdes de
interpolagdo N utilizadas e que por sua vez dependem do nimero de nés funcionais n dos
elementos. Desta forma, pode-se expressar os valores de deslocamentos u; da equacio (8) na
forma matricial seguinte:

u
uj = P = Nul, )
uz
e para forcas de superficie p;:
D1
pj= = Np™, a2)
P2

onde

e 0 92 0 03 O
=10 o1 0 0 0 o3 @

Também, para elemento quadritico, tem-se:

ru%\ rp%\
“ 7
ult) — ¢ "‘% >,p(”) = p% \ 14)
“ b3
Uy P
\”gJ \p%;

Observe-se que os procedimentos aplicados sobre u e p, também serdo realizados sobre
e 1. Substituindo as equagdes (11) e (12) na equacgéo (8) tem-se,
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J

J . .
Cu+y, ( / p*Ndr> W -y ( j u*NdF> p =
j=1 \J1L; 1\

J
J J J
Y oy 1y ( / T]*Ndr> EEDY ( f W*Ndf) n" | pd. @s)
j=1 j:l Ff J=1 rj

O elemento de contorno I'; varia de acordo com a fungéo de interpolagdo adotada. Neste
trabalho é considerada a funcdo de interpolagdo quadritica com trés nés geométricos por
elemento.

Durante a montagem do sistema indicado pela equacio (15), cada uma das integrais serd
calculada numericamente sempre que o ponto fonte & néo pertencer ao elemento I'; sobre o qual
estd sendo efetuada a integracio. Este cdlculo se dard através da integragdo numérica de Gauss

dada por,

NPI

1
[ 1f(n)al'n =Y fMi)wi, (16)
k=1

7

onde 1, é a coordenada adimensional do k-ésimo ponto de integracdo, w, é o fator de peso
associado ao ponto k e NPI é o nimero total de pontos de integracio utilizado. Desta forma,
trabalha-se com as parcelas da equacéo (15) como segue,

1 NPI
[ pNar= [ pNlan = Y lonipi, a
J - k=1
e
1 NPI
/ WNdT — / WN|Tdn 2 Y T ewNes;. as)
L -1 k=1

A equacio integral discretizada é aplicada repetidamente considerando o ponto fonte §
situado coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Um sistema de 2n equagdes
algébricas é gerado e envolve 2n valores nodais de deslocamento e forca de superficie. Ainda é
necessdrio levar este sistema para uma forma matricial e para isso coloca-se da forma a seguir,

J J
)y ( [l_ P*Ndr) u™ =Y hu. (19)
=1 T =

Similarmente

J J
( f u*NdF) p =Y g;p". (20)
—1 T, =

J J

O sistema fica reduzido na forma a seguir,
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J J J J
Cu™ + Y hju™ — Y gip™ = | cy® + ¥ hjy® — ¥ gm™| pé. (21)

J=1

Resulta, entdo, um sistema de equagdes matriciais na forma

Hu—-Gp=p [Hw—Gn}é’c. (22)
e da Equacdo 5, pode-se escrever,
N
a=F "u (23)

Substituindo a Equacéo 23 em 22, obtém-se,

Hu—Gp = p [H\p _ Gn] Flii. @4

E chamando-se,

M=p [Gn — Hq;} Fl (25)
Tem-se

Mii + Hu = Gp. (26)

Na Equagcédo 26, H e G sédo as matrizes caracteristicas do Método dos Elementos de Contorno da
Elastostdtica, enquanto M representa a matriz de massa.

O Problema da Resposta Dindmica

A maneira mais usual para se obter uma resposta no tempo com a equacdo matricial
(Equacio 26), ¢ utilizar algum esquema de integragio linear (Rama & Rao 2001). Esses esquemas
requerem que o equilibrio do sistema seja obedecido apenas em instantes discretos durante o
processo, entre os quais sdo admitidas variacdes lineares ou constantes para os deslocamentos,
velocidades e aceleracgoes.

Define-se duas categorias de integragdo linear no tempo: a primeira, que engloba os
Métodos Explicitos ou condicionalmente estdveis (Burden & Faires 2008), onde o principal
método é o da Diferenca Central, que depende do intervalo At para se obter bons resultados; a
segunda categoria corresponde aos Métodos Implicitos, que podem ser incondicionalmente
estdveis, onde pode-se mencionar os métodos de Houbolt, Wilson e Newmark (Guendelman
2008).

Dos esquemas de integracio no tempo mais comumente empregados, o esquema
Houbolt (1950) é o que apresenta maior alongamento dos periodos naturais de vibracio e
intensidade de amortecimento ficticio. Esse ultimo efeito é equivalente ao truncamento da
influéncia dos modos superiores na resposta.

O esquema de integragido de Houbolt é um algoritmo implicito e incondicionalmente
estavel.
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Método de Houbolt em elementos de contorno

Seguindo os principios definidos para o Método dos Elementos de Contorno, o sistema
em estudo é constituido de um dominio Q(x), delimitado por um contorno I'(x) sujeito as
seguintes condi¢des de contorno:

_ (27)
pa2lx,t) = pZ(-xa I) em I
O cardter dindmico do problema também requer condicdes iniciais em Q(x) do tipo:
u(x,0) = up(x
(28)
u(x,0) = up(x

O esquema de Houbolt apresenta uma aproximacio para velocidades da forma que se mostra a
seguir:
1

Upsl = o [1 Lty — 18uty 4 Quty—1 — 21ty 2] (29)

e a seguinte aproximagéo para a aceleragéo é considerada,
. 1
Up1 = A—Iz [2M11+1 _ Sun + 4”1@71 - un—Z] (30)

onde At é o intervalo de discretizacdo no tempo. Experiéncias mostram que Az deve obedecer a
seguinte relagédo (Yee 1966),

AL
Ar < — (31)
c

onde

C —

G
— (32)
p

e AL é o menor comprimento do elemento de contorno usado na elabora¢ao da malha.
A equagéo matricial de equilibrio (26) é expressa em termos do instante n + 1, da forma
seguinte,

Mii,, 1 +Hu, 1 = GPpy . (33)

Finalmente, substituindo-se a equacdo (30) na equacdo (33), obtém-se a expressdo para o
esquema de avango no tempo,

[2M + Ar*H]u,,-| — A*Gp,,, | = 5Mu, — 4Mu,_; + Mu,_> (34)
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Resultados e Discussido
Exemplo 1

O primeiro teste da formulagio consiste da andlise de uma viga sob o efeito de um
carregamento subito, seguindo uma distribuicdo senoidal vertical (Hetenyi 1971; Meirovitch
1975), segundo pode-se observar na Figura 1. Considerando a condicio de bi-apoio da viga, este
tipo de distribuicdo especial para o carregamento excita quase que exclusivamente o primeiro
modo de vibragio da estrutura. A Figura 1 também mostra as medidas geométricas do problema
e as condigbes de apoio no contorno. O carregamento tem valor nulo nos extremos e, de acordo
com a variacdo senoidal, o valor mdximo encontra-se no ponto médio da viga e tem valor
unitdrio. A malha estd definida para uma discretizacio com 70 elementos de contorno
quadrdticos (144 nds). Tem-se né duplo nos quatro cantos da viga, médulo de Young e massa
especifica do material com valores unitdrios e coeficiente de Poisson nulo (de forma a melhor
representar o deslocamento vertical da viga sem o efeito da deformacio longitudinal). O tempo
total para o teste é de 150 segundos e o intervalo do incremento de tempo ¢ de 1 segundo (At =
1).

1.0

M

Figura 1. Viga com carregamento de distribui¢do senoidal.

A andlise da formulagéo para a viga é direcionada no célculo do deslocamento no ponto
M, que é mostrado na Figura 1. Na Figura 2 podem-se observar os deslocamentos no ponto M,
onde a resposta tem um comportamento senoidal. O valor mdximo do deslocamento é
aproximadamente igual a duas vezes o valor do deslocamento estdtico. A andlise dindmica do
problema através da Teoria da FElasticidade, admitindo um estado plano de tensdo, ndo tem
solugdo exata. Mas o exame do mesmo pela teoria unidimensional de vigas mostra que este tipo
de carregamento subito resulta de fato num pico de deslocamento transversal préximo do dobro
do valor estdtico, enquanto a resposta no tempo varia harmonicamente, conforme mostrado. O
periodo fundamental da estrutura, que pode ser percebido claramente pela curva de resposta
numérica, também encontra-se bem préximo do valor analitico dado pela teoria de vibragdo em
vigas (Sayyad & Ghugal 2016). Este teste foi comparado com o Método das Diferencas Finitas
com uma malha de 20 divisdes e 148 intervalos de tempo. Desse modo, conclui-se que os
resultados obtidos sio amplamente satisfatérios.

Vera-Tudela (2020) / Pesquisa e Ensino em Ciéncias Exatas e da Natureza, 4: 08




Método de Houbolt em elementos de contorno
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Figura 2. Deslocamento Y no ponto M da viga comparado com um modelo de Diferengas Finitas.

Exemplo 2

Casos como o mostrado no exemplo anterior, ou entdo situagdes onde a viga é
submetida a carregamentos uniformes constantes, sio muito comuns em andlise dindmica de
estruturas, mas excitam basicamente o modo fundamental de vibragdo. Para uma melhor
avaliacdo da consisténcia numeérica do método é interessante investigar casos onde um grande
niimero de modos de vibragdo esteja presente. Tais problemas sdo vulgarmente conhecidos
como problemas de propagacdo de ondas. Assim, neste segundo exemplo sdo estudados os
resultados obtidos para a propagacdo de ondas longitudinais eldsticas em uma barra fixa em
uma das suas extremidades e submetida a um carregamento stbito na outra extremidade.
Ressalte-se que embora aparentemente simples, a solucdo numérica deste problema é dificil,
pois ha participacdo de todos os modos de vibragio (Nogueira & Loeffler 1991). H4 ainda a
presenca de uma frente de onda bem definida, que se propaga progressivamente ao longo da
barra, impondo uma descontinuidade no campo de tensoes. A Figura 3 mostra as caracteristicas
geométricas do sistema e o carregamento imposto.

C=1.0 ‘ P

1z

Figura 3. Barra de secio transversal constante axialmente solicitada.

Considera-se uma malha composta de 36 elementos quadriticos (76 nés) com nds
duplos nos cantos. As propriedades fisicas correspondem a valores unitdrios do Médulo de
Young e da massa especifica. A malha tem 30 graus de liberdade, o tempo total do teste é de 160
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Método de Houbolt em elementos de contorno

segundos e o intervalo do incremento de tempo é Az = 1 segundo. O coeficiente de Poisson é
igual a zero, de modo a melhor simular o comportamento tipico da barra sob tragao.
E estudado o n6 A para deslocamentos e 0 n6 B para tensoes. Na Figura 4 mostram-se os
resultados de deslocamento para o ponto A, que como pode ser observado, sdo de boa precisao.
Na Figura 5 sdo apresentados os resultados deste teste, retratando agora os valores das
forgas no ponto B.

=
O
Z e=====r MEC-DR
=
<
o ANALITICA
(@]
-
n
L
[}
0 T : L L) L) L) L]
1 25 49 73 97 121 145
TEMPO (SEG)
Figura 4. Deslocamento no ponto A para a malha de 36 elementos de contorno.
25

2T N
g 15 4 / \ /

"~ /
=g \ / — — — MEC-DR
g 17 / \ /
] | ANALITICA
= 05+ \ /

/ dy 7
0 . } }
7 \[
05 { 0 125 150

TEMPO (SEG)

Figura 5. Tenséo no ponto B para a malha de 36 elementos de contorno.

Nota-se que as forcas sdo de bem mais dificil representacdo, pois sua resposta é
periodicamente descontinua e também séo influenciadas pelos modos de vibracdo mais elevados,
que forcosamente sao mal representados na modelagem numérica. Uma vantagem importante
estd relacionada com o amortecimento ficticio préprio do esquema Houbolt, que elimina as
oscilacdes indesejaveis. No entanto, o esquema tende a suavizar os gradientes e encurtar o
periodo de resposta. Outros testes feitos para intervalos de tempo menores e maiores mostram
que existe um intervalo onde a representacio do fendmeno ¢ satisfatéria.

E interessante mostrar agora o efeito da inclusio de pontos internos (Zhao er al. 1994) na
barra. Nos casos pertinentes a teoria de campo escalar, a implantacdo de pontos internos é muito
importante. Assim, os préximos testes correspondem a geometrias com 3, 6 e 12 pontos internos,
cuja distribuicdo é mostrada esquematicamente na Figura 6. A Figura 7 mostra os resultados
para o teste considerando o deslocamento sobre o ponto A.

Observa-se que a inclusdo de pontos internos nido mostra uma melhora significativa nos
resultados, o que poderia indicar que para a elastodindmica a sensibilidade do modelo
computacional aos pontos internos é bem menor do que na dinamica escalar.

A Figura 8 apresenta os valores de forca para o ponto B ao longo do tempo. O mesmo se
conclui com relagio as forcas de superficie, onde a inclusdo de pontos internos constitutivos,
também chamados pélos, nao resultou em melhoria perceptivel. Apesar da dificuldade numérica
que envolve esse problema (que por essa razdo ¢ um caso cldssico para testes de técnicas
numéricas em dindmica), percebe-se que melhores resultados poderiam ser obtidos com um
esquema de integragdo passo-a-passo mais eficiente, tal que amortecesse os modos mais altos e
espurios, enquanto produzisse menores distor¢oes nos resultados.
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Figura 7. Deslocamento no ponto A, considerando 3, 6 e 12 pontos internos.
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Figura 8. Tensdo no ponto B, considerando 3, 6 e 12 pontos internos.

ConcluséGes

Pelo exposto, primeiramente verificou-se que a formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno com Dupla Reciprocidade mostrou-se consistente, resolvendo satisfatoriamente, ou
seja, com precisio plenamente aceitdvel para engenharia, problemas elastodindmicos
bidimensionais.

No primeiro exemplo onde tem-se um carregamento harménico ou periédico de baixa
frequéncia é bem mais facil de simular computacionalmente, pois excita basicamente o modo
mais préximo a frequéncia forcante, cuja representacdo numérica é bastante boa. O transiente de
resposta, de contetido modal mais amplo, pode ser desprezado. Por isso, os resultados foram mais
precisos.
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No entanto, o Exemplo 2 onde a distribuigdo do carregamento é localizada e sua
aplicacdo é feita subitamente tem um comportamento bastante dificil de simular, devido as
descontinuidades nos campos de tensdes e velocidades. Portanto, é natural que os métodos de
avanco incremental no tempo mostrem dificuldades na simulacdo da resposta. Assim, as
respostas obtidas nos dois tltimos exemplos podem ser consideradas bastante satisfatérias.

Particularmente no que tange a formulagdo com Dupla Reciprocidade, cabe destacar
que nas simulacdes realizadas bons resultados foram obtidos sem necessidade de introdugéio de
pontos interpolantes no interior do dominio. Disso advém uma vantagem computacional,
relacionada as operagdes com matrizes de menor ordem. Assim, o cdlculo de deslocamentos e
tensoes no interior pode ser feito opcionalmente num pés-processamento.
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