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Resumo: O Método dos Elementos de Contorno transforma equagdes diferenciais parciais em equacdes
integrais envolvendo somente valores de contorno, apdés a introducdo de fungdes de ponderacio
denominadas solugdes fundamentais. Quando o problema estudado envolve cargas de dominio deve-se
procurar uma solucéo que preserve a filosofia do método. Para este propdsito se utiliza a técnica da Dupla
Reciprocidade. Este trabalho ilustra a dupla reciprocidade com a equacio de Navier com um termo de peso
préprio. Resultados numéricos sdo apresentados.

Palavras chave: Método dos Elementos de Contorno, Dupla Reciprocidade, Integral de Dominio, Peso
Préprio.

Solution of elasticity problems with self-weight loading by the boundary element method under the dual
reciprocity formulation

Abstract: The Boundary Element Method transforms partial differential equations that govern the problem
domain into integral equations involving only contour values after the introduction of weighting functions
called fundamental solutions. When the problem studied involves internal loads, such as self weight, one
must search for a solution that preserves the philosophy of the method. For this purpose, the Dual
Reciprocity technique is used. This work illustrates dual reciprocity with Navier’s equation with a self-
weight load term. Numerical results are presented.

Key words: Boundary Element Method, Dual Reciprocity, Domain Integral, Self Weight.

Introducéo

Na Mecanica dos Sélidos é comum estudar as forcas de superficie que séo definidas
como for¢as que atuam na superficie do corpo que surgem quando os corpos estio em contato e
que dio origem a distribui¢bes de tensdo (Barber 2010). Forcas de superficie também surgem
dentro de materiais atuando em superficies internas. Uma carga de dominio é definida como
aquela que age diretamente nas particulas interiores do corpo, e nio na fronteira. Como o
interior do corpo néo é acessivel, segue-se necessariamente que as forgas do dominio s6 podem
ser produzidas por algum tipo de processo fisico que atue ™a distancia”. Os exemplos mais
comuns sio for¢as devidas a gravidade e atragdo magnética ou eletrostdtica. Além disso, pode-se
formular problemas de elasticidade quase-estdtica para acelerar corpos em termos de forcas
corporais, usando o principio de D’Alembert (Lanczoz 1986).
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Método dos Elementos de Contorno

A origem da teoria matemadtica da elasticidade pode-se situar no inicio do século XIX,
principalmente com os trabalhos de Cauchy, o qual introduz os conceitos de tensdo e
deformagédo, pouco antes de J. Fourier publicar seu trabalho sobre a propagacdo do calor.
Durante o século XIX aparecem, dentre outros, os trabalhos de Poisson, Lamé, Green, Piola,
Kirchhoff e Saint-Venant. Pela metade do século XX, o estudo da elasticidade toma um novo
impulso, possivelmente devido as aplicagdes tecnolégicas de novos materiais que foram
descobertos. E de especial importancia o estudo de placas delgadas na aerondutica, a propagacio
de vibragbes na construcio de maquindrio industrial, a propagacdo de ondas em materiais
homogéneos e anisotrépicos em geoﬁ’sica, a transmissio de calor em astrondutica, entre outros
temas (Rodriguez 2012).

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) (Brebbia er al. 2012) é relativamente novo
se o comparamos com os métodos dos Elementos Finitos (MEF) (Bathe 1996) ou das Diferencas
Finitas (MDF) (Burden & Faires 2008). Elas sdo técnicas numéricas que tém grande aplicacdo na
solucio de problemas governados por equacdes diferenciais parciais; problemas que na maioria
das vezes tém solucdes analiticas complicadas ou néo conhecidas.

Basicamente pode-se dizer que o Método dos Elementos de Contorno transforma
equacdes diferenciais parciais, que governam o dominio do problema, em equacées integrais
envolvendo somente valores de contorno, apdés a introducio de funcdes de ponderacio
denominadas solucdes fundamentais.

Desta forma, a dimenséo do problema ¢ reduzida de uma unidade e somente o contorno
do dominio precisa ser discretizado. E esta é uma das grandes vantagens do método porque ao
discretizar somente o contorno vamos ter uma menor entrada de dados e como consequéncia
direta um menor gasto computacional, tomando como referéncia o MEF e o MDF.

O Método da Dupla Reciprocidade (Partridge et al 1991) é um procedimento
apresentado por D. Nardini e C. A. Brebbia em 1982 (Nardini & Brebbia 1982) para resolver
problemas transientes usando solu¢des fundamentais estaticas, mas que se revelou bastante
adequado e eficaz na solucdo de problemas com ac¢des no dominio. O objetivo da técnica é
transformar a integral de dominio, como por exemplo, as forcas de volume (Cheng er al. 2001),
em uma integral de contorno. Desde que Nardini e Brebbia apresentaram o método, diversos
autores vem procurando aplicagdes em diversos campos das ciéncias e engenharias: problemas
de conducio de calor (Behbahani-nia & Kowsary 2004; Ang 2006), problemas de convecgio
(Choi 1999), problemas de difusdo-conveccio (Sarler & Kuhn 1998; Partridge & Sensale 2000),
problemas de vibragido (Davies & Moslehy 1994; Niku & Adey 1996), dindmica da fratura
(Albuquerque et al 2004; Vera-Tudela & Telles 2005), problema elastopldstico transiente
(Owatsiriwong & Park 2008), entre outros.

A estratégia é de fazer a substituicido da grandeza que tem as caracteristicas de acéo de
dominio pelo produto de duas outras varidveis, ficando apenas uma delas dependente das
grandezas espaciais. A Dupla Reciprocidade surge, entdo, como uma formulagéo alternativa do
MEC, que mediante o uso de fungées auxiliares permite a transformacio das integrais de
dominio em integrais de contorno, de acordo com os procedimentos cldssicos do método.

O Método da Dupla Reciprocidade

A Equacio de Navier, que é uma equacio de equilibrio em termo de deslocamentos, é
representada como se vé na equagio seguinte:

G
Gujakk+m”k;kawj <1>

onde w; representa o efeito de dominio que para este trabalho corresponde ao peso proéprio, u é o
deslocamento, G e v sdo constantes fisicas do material. Na equacio (1) e em todas as equagoes
que se seguem no texto é utilizada a notagdo de Einstein ou notagéo indicial (Malvern 1969).
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Método dos Elementos de Contorno

Na equagdo de Navier sdo aplicados todos os procedimentos cldssicos do MEC (Brebbia
et al. 2012), obtendo-se:

Ciy(&)uy &)+ [ pij &0y () dT () -
[ &) (a0 @) = [ i Ex)w; (042 @

onde I" representa o contorno do problema; u;; e p;; na formulagéo tradicional correspondem a
solucdo fundamental de Kelvin; C;; é um coeficiente relacionado a geometria do corpo e £ é o
ponto fonte.

A solucdo fundamental para o problema de estado plano num médio eldstico infinito é
dado pela expressio seguinte (Brebbia et al 2012),

—1

m{(3 4v)In(r)d;; —rirj } ®3)

ujj(§,x) =

d
&) = {0 =208 +2rin15 = (1= W) (amy—rym)} @)

i)

onde r ¢ a distancia do ponto de aplicacdo da carga ao ponto em consideracio, n representa o

vetor normal externo ao corpo e —— r_ =n;7,;. A Solugdo Fundamental é um tipo de fungéo utilizada
para resolver equacdes diferencials ndo-homogéneas sujeitas a condigdes iniciais ou condigbes de
contorno determinadas, e descreve a resposta do sistema fisico a funcéo delta de Dirac, que
representa um impulso aplicado no ponto x (magnitude unitdria).

O Método da Dupla Reciprocidade (Partridge et al 1991) é introduzido de forma a
expressar a carga de dominio como uma integral de contorno. Para isso, representa-se este termo
por um somatério de fungdes na forma indicial seguinte:

o — ol rl 2.2 M M
wj(x) = oy fi7i(x) = oy fie; (x) + 0 f; (%) + .+ oy S5 (%), (5)
sendo que, para cada par de indices ke j fi7(x) = fi;j(|x — x™]), onde x1, ..., xM sdo pontos
internos, f;(r) é uma funcéo de aproximagio de base radial, e ay, af, . . ., ay' sdo coeficientes

iniciais desconhecidos.
Desta forma, a integral de dominio passa a ser escrita como:

/Qu;;.(};,x) (0)dQ = oc/ () (%) dQ. ®)

Para transformar o lado direito da equacio (6) numa integral de contorno, é necessdrio
reescrever f;} em termos de uma fungéo auxiliar Wy} que precisa satisfazer a equagdo de Navier
com o termo de dominio sendo concentrada no contorno como segue

Gwmkj »ii + lljmknu 8kjfm ()
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Método dos Elementos de Contorno

Substituindo a equacio (7) na equacio (6), e verificando que, por analogia as mesmas
operagdes ja desenvolvidas na formulagéo tradicional podem ser empregadas, obtem-se:

C[[juj + / pj}u}dr a /l;u;‘:'pjdr = m +f plj dr f rfn;:_ll m (8)

Nesta expressio o termo 1 corresponde ds forgas de superficie reciprocas, referentes a
funcéo auxiliar ‘P,Z'}, correspondente aos deslocamentos.

As fungbes auxiliares de interpolagdo W™, sdo dadas por W™ ;(x) = ¥;(|x — x™|),
sendo Wy ;(r) definida pela seguinte expressdo (Vera-Tudela 2003):

B 1 10v |3
ij(r) - 30(] 7\’)“ |:(3 3 )Skj 7kr7_]:| r, (9)

enquanto que 1z%(x) = Ni;(|x — x™|), onde

1 or| ,
TV)[(4—5\/)&;”}—(1—5\’))’.;!&4—[(4—5\!)5;’, r rk}a :|r~. (10)

Nij(r) = 3

Implementacéo Numérica

Uma vez obtida a equacéo integral de contorno € preciso discretiza-la para entao resolvé-
la (Vera-Tudela 2003). Para a discretizacdo da equacéo (8), divide-se o contorno em J elementos
[;. A esses elementos estdo associados valores nodais de deslocamentos e forgas de superficie, em
funcio dos quais a variacdo destas grandezas dentro do elemento depende das fungdes de
interpolagdo N utilizadas e que, por sua vez, dependem do ntimero de nés funcionais n dos
elementos. Desta forma, pode-se expressar os valores de deslocamentos u; da equagdo (8) na
forma matricial seguinte:

Ui (n)
Uu; = = Nu
J U ) (11)
e para forcas de superficie p;:
Pl (n)
p | — — Np 12)
g P2 ’

onde

N:¢10¢20¢30

0 ¢1 0 ¢ 0 o3 13

Também, para elemento quadritico, tem-se:
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rui\ rpi\
’ {
(n) _ ) (n) _ ) P
u'’ = < L pt =X > (14)
" f’%
U3 ) \P3 )

Observe-se que os procedimentos aplicados sobre u e p, também serédo realizados sobre
¥ e 1. Substituindo as equagdes (11) e (12) na equacgéo (8) tem-se,

J J o,
Cu—i—Z(/ p*NdT)u Z / u*NdI)p'™) =
=1 =1
J
Y (Ccy + E(/ N*NdD)y — [ WNADIM "), (15)
= '

O elemento de contorno [ varia de acordo com a funcio de interpolacio adotada, neste
trabalho é considerada a funcéo de interpolacéo linear com dois nds geométricos por elemento.

Durante a montagem do sistema indicado pela equacéo (15), cada uma das integrais serd
calculada numericamente sempre que o ponto fonte  nio pertencer ao elemento [} sobre o qual
esta sendo efetuada a integracio. Este cdlculo se dard através da integracdo numérica de Gauss
dada por,

1 NPI
| rmdn = Y. rnew, as)
- k=1

onde 1, é a coordenada adimensional do k-ésimo ponto de integracdo, w, é o fator de peso
associado ao ponto k e NPI é o nimero total de pontos de integracio utilizado. Desta forma,
trabalha-se com as parcelas da equagéo (15) como segue,

1 NPI
fr p*NdI' = f ]p*NIJ dn = Y |V ewiipy (17)
i - k=1
e
1 NPI
/ u*NdT = / WNJT|dn =Y | |ewieNjug. (18)
L -1 k=1

A equacio integral discretizada ¢ aplicada repetidamente considerando o ponto fonte &
situado coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Um sistema de 2n equagdes
algébricas é gerado e envolve 2n valores nodais de deslocamento e forca de superficie. Ainda é
necessario levar este sistema para uma forma matricial e para isso coloca-se da forma a seguir,

J
Z / p*NdI)u' Z (19)
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Similarmente
J
Y ( / u*NdT)p Zg P (20)
j=17Ti

O sistema fica reduzido na forma a seguir,

J
Zh U >—Zg,p (Cy +Zh,w ~Y gm™)w @
i—=1

Resulta, entdo, um sistema de equag¢des matriciais na forma
Hu — Gp = (Hy — Gn)f w. 22)

Resultados e Discussao

O software foi desenvolvido utilizando linguagem de programacgdo Fortran 90,
utilizando o compilador Intel Visual Fortran 13.0. O computador utilizado foi um notebook Dell
Inspiron 5537, com processador Intel Core i7, 16GB de meméria RAM e sistema operacional
Windows 10.

Exemplo 1

Neste exemplo tem-se a geometria mostrada na Figura 1. A viga estd sob o efeito de
carregamento dado pelo peso préprio. A viga tem comprimento de 24 e altura de 6, o médulo de
Young ¢ igual a 10000 e o coeficiente de Poisson ¢ igual a 0. Os resultados sdo dados para um
ponto P no centro do extremo livre. Os testes para a formulacdo de elementos de Contorno sio
realizados utilizando malhas com 12, 24 e 48 elementos quadraticos.

24.00

-—1} L

3 v

Q'\

N

¥ P ¢+ 6.00
ey

-

et

Figura 1. Viga Engastada com carga de dominio peso préprio.

Como solugao de referéncia, usa-se a obtida pelo Método dos Elementos Finitos com
ajuda do Software ANSYS 5.4. Para o ponto P o deslocamento é -1.4606u. A malha tem 576
elementos quadrangulares quadraticos.

Os resultados obtidos estdo mostrados na Tabela 1 e pode-se observar que existe
aproximacéo de resultados com erro final de 2.11% da solugéo de referéncia.

Tabela 1. Deslocamento do ponto P da viga.

Elementos BEM
12 -1.3993u
24 -1.4208u
48 -1.4296u
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Método dos Elementos de Contorno

Trabalha-se agora com a malha de 24 elementos, considerando M = 5, 17, 23 e 35 pontos
internos distribuidos de forma uniforme em todo o dominio. Observa-se que a inclusdo dos
pontos internos melhora muito a tendéncia dos resultados, com um erro final de 1.12%. Na
Tabela 2 estdo indicados os valores de deslocamento do ponto P com o incremento dos pontos
internos.

Tabela 2. Variagio do deslocamento do ponto P com o incremento dos pontos internos.

PI Deslocamento Erro (%)
0 -1.4208 2,72
5 -1.4361 1.68
17 -1.4416 1.30
23 -1.4435 117
35 -1.4443 112

Exemplo 2

Este exemplo consiste na andlise de uma barra, com secéo transversal constante, fixa no
extremo superior e submetida ao efeito da carga de dominio que, neste caso, é o peso préprio.
A Figura 2 mostra as caracteristicas geométricas do sistema.

A i O A 5 £ A A &

ko

Figura 2. Barra de secio reta com carga de dominio varidvel linearmente.

A expressdo tedrica para o cdlculo de deslocamentos em uma barra sob acéo do peso
proéprio é dada da seguinte maneira (Vera-Tudela 2003):

]

X

u:%(E—Lx) (23)

Nas simulacdes doravante apresentadas é admitido que pg=1, E/p=10'ev = 0.

Neste exemplo, foram usadas as fun¢des de interpolacéo lineares. Na Tabela 3 coloca-se
um resumo dos dados geométricos e do material. Neste exemplo, ressalta-se que o interesse é
comparar os deslocamentos méximos (na direcio Y) da barra modificando s6 o seu
comprimento.
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Em todos os casos sdo utilizados os nés duplos nos cantos da barra e no engaste sdo
prescritos deslocamentos nulos nas duas direcées X e Y.

Tabela 3. Dados geométricos da barra de secio constante.

L/b L b Ntmero de Nés
1 9 9 24, 34, 64, 84
2 18 9 24, 34, 64, 84
4 36 9 24, 34, 64, 84

Na Tabela 4 observa-se os valores de erro no cdlculo de deslocamento na extremidade
livre em funcéo do refinamento da malha para a relacdo L/b = 1. Cabe mencionar que é preciso
apresentar tanto os valores do ponto de médximo deslocamento quanto a média dos valores de
deslocamento na extremidade livre, isto porque a solucdo analitica tomada como referéncia é
uma solucio tedrica aproximada, onde uma série de fenomenos fisicos pertinentes a um
problema eldstico real ndo sdo considerados, como: efeito dos cantos, efeito do engastamento e
coeficiente de Poisson.

Tabela 4. Erro maximo e médio para L/b = 1.

Nium. Nés Erro u méximo Erro u médio
24 3.7531 7.2840
36 5.9259 6.1432
64 10.4444 5.4815
84 11.4074 5.4070

Na Tabela 5 pode-se observar que o aumento no comprimento do problema fisico
melhora os resultados, L/b = 2, como se pode conferir observando os valores dos erros. Isso é
fungdo da melhoria da representatividade do modelo matemdtico com relagdo ao problema
fisico, onde as condigdes de engastamento passam a perturbar menos a resposta.

Ainda neste ponto néo estd se analisando como a inclusdo de pontos internos poderia
influenciar os resultados; este é um estudo posterior para complementar essa andlise.

Tabela 5. Erro madximo e médio para L/b = 2.

Nuam. Nés Erro u mdximo Erro u médio
24 6.5617 6.5895
36 3.8086 5.0877
64 21111 4.3451
84 2.0370 4.2580

Na Tabela 6 analisa-se o tltimo exemplo comparativo dessa série para a relacdo L/b = 4,
que corresponderia a uma barra mais comprida.

Praticamente o erro convergiu para um nivel bastante aceitdvel e os resultados obtidos
demostram que a teoria tradicional de barras apresentado pela Resisténcia dos Materiais
considera que o comprimento é bem maior que a largura (Popov 1999). Os resultados mostram
que o método fica estdvel e apresenta resultados também coerentes.

Tabela 6. Erro maximo e médio para L/b = 4.

Ntam. Nés Erro u méximo Exrro u médio
24 1.8544 2.0431
36 1.6499 1.3195
64 0.0422 0.3442
84 0.0853 0.2624
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Exemplo 3

Neste exemplo estuda-se a barra de segio constante, mas neste caso, a carga de dominio
¢ varidvel desde um valor maximo no extremo superior (engaste) até o valor nulo no extremo
inferior (Figura 3).

N N NN SN

Figura 3. Barra de secio reta com carga de dominio varidvel linearmente.

. N . L

A geometria da barra corresponde a relagdo 5= 4(L =36,b =9); as malhas
consideradas tém 36, 64 e 84 nds, sem pontos internos.

A expressdo que representa os deslocamentos pode ser obtida da teoria da Resisténcia

dos Materiais pela seguinte férmula:

3
X
u:—p—g— (24)

EL 6

Considera-se para fins de simulagdo numérica que pg'= 1.

Na Tabela 7, pode-se observar que os valores dos erros absolutos e percentual diminuem
conforme aumenta o nimero de nds de contorno. Isto ocorre por ser a carga de dominio
varidvel, e assim o campo de deslocamentos é cubico. Para analisar a convergéncia dos
resultados pode-se observar na Figura 4 um gréfico mostrando no eixo das abcissas o nimero de
nés e no eixo das ordenadas o erro percentual. Neste grifico foi adicionada uma linha de
tendéncia. Pode-se observar que para 202 nés de contorno o valor do erro percentual diminui
para 0.23%. Com estes valores de erro, é interessante estudar, em trabalhos futuros, o efeito de
considerar pontos internos na barra reta, pois a introdugdo destes pontos melhoram os
resultados (Partridge et al. 1991).

Tabela 7. Erros em porcentagem para a barra reta com carga varidvel.

Nam. Nés Erro absoluto Erro percentual
36 0.0013 6.45
64 0.0011 5.09
84 0.0010 474
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Neste exemplo pode-se observar a mesma tendéncia do exemplo anterior onde o
refinamento da malha melhora os resultados, comparados com o valor tedérico. Assim, os
resultados estdo confirmando, mais uma vez, a convergéncia dos resultados com o aumento do
refinamento da malha.

7,00
6,00 N
5,00 N
400 N

3,00 e

Erro Percentual
/

2,00 ~

1,00 \

0,00

0 50 100 150 200 250
Numero de Nos

Figura 4. Grifico de Regresséo linear Nimero de Nés e Erro Percentual.

Conclusdes

Foi apresentado o Método dos Elementos de Contorno com a Técnica da Dupla
Reciprocidade para resolver problemas com carga de dominio, para o caso especifico do peso
proéprio.

Também ¢ estudada a importancia da inclusdo de pontos internos com o objetivo de
melhorar a aproximacio dos resultados. Para o exemplo 1, os resultados sem pontos internos
apresentam um erro de pouco mais de 2% enquanto que a inclusdo de pontos internos melhora
os resultados com reducéo do erro para pouco mais de 1%.

Nos exemplos 2 e 3 sdo conhecidos os resultados analiticos para deslocamento. Assim,
sdo comparados somente os valores dos erros para mostrar, principalmente, como o refinamento
da discretizacio melhoram os valores obtidos. Como apresentado no exemplo 1, a inclusdo de
pontos internos ajuda a melhorar os resultados.

E importante destacar que a Técnica da Dupla Reciprocidade permite resolver o
problema numericamente seguindo a filosofia do Método dos Elementos de Contorno que ¢é a
utilizacdo de integrais definidas unicamente no contorno, embora as cargas devidas a peso
préprio formem integrais de dominio.

Para trabalhos futuros sugere-se a reducio progressiva do tamanho dos elementos de
contorno, o que traz como consequéncia o aumento no niimero de elementos e nés de contorno.
Neste caso a exigéncia computacional aumenta consideravelmente. O aumento progressivo do
ndmero de pontos internos, também, deve ser avaliado e relacionado com o nivel de erro do
método e/fou formulacéo apresentada.
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